
D加群の理論とその広がり
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この手書きノートは 2021年 4月 3日に NPO法人数学カフェ（https://mathcafe.net/，当
時は任意団体）で，「D 加群の理論とその広がり」という題で講演したときの資料です．この講演
に際して参加者に限定的に配布したものですが，このたび数学カフェさんのご厚意により公開許可
をいただきましたので，ここに公開いたします．内容についての責任はすべて池にあります．おそ
らく間違いがたくさん含まれており，ごまかしている部分もかなりあるので注意してください．

講演の準備に際して齋藤隆大さんから様々な助言をいただきました．ここに感謝いたします．

講演時の概要と参考文献は以下の通りです．

講演概要
D 加群は線形偏微分方程式系を代数的に扱う道具として，1970年頃に佐藤幹夫によって提唱さ
れ柏原正樹によって理論が構築されました．今回の講演では，D加群の考え方はどういうものなの
か・何がうれしいのかについて雰囲気が分かるようにお話ししたいと思います．難しそうな D 加
群（そして実際難しいと思います）ですが，その基本的なアイデアをじっくりと時間をかけて説明
してみます．
線形代数ではまず行列を習いますが，あとで行列は基底を取ったときの線形写像を表示する方法
だと分かったのでした．つまり，線形写像が本質的で行列はその一つの表示にすぎないのでした．
実は線形微分方程式系と D 加群の関係もこれと似ていて，線形微分方程式系は D 加群の一つの表
示とみなせます．このように考えて，微分方程式という具体的な表示ではなくて本質的な D 加群
を調べようというのが D 加群の理論なのです．
D 加群の理論は数学の広範囲の分野と関係しています．講演の後半では，その広がりの中心的
役割を演じる「リーマン・ヒルベルト対応」のお気持ちを説明してみます．微分方程式が与えられ
るとそこからトポロジー的なデータが取り出せますが，逆にトポロジー的なデータから微分方程式
を作ることができるかということを考えます．この対応を D 加群の観点から述べたものがリーマ
ン・ヒルベルト対応です．この対応がどのように様々な数学分野をつなぐかを講演者の話せる範囲
で説明してみたいと思います．

https://mathcafe.net/
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② -加群の理言命とその広がり . 2021-0403
-_--_- differential -
1
(ホモロジー )代数的に線形微分方程式で解くためのアプローチ。

- 1960年代 に佐藤幹夫がアイデア を提唱
-柏原市樋が修士論文じ ) で基礎理論を 完成

.

Bernstein も独立 に理論を考えていた 。

- 柏原 とその 周り の 人々はその後 リー マンはルベルト対応
を はじめ として様々な理論を構築

は微分方程式表 トポロジー の璈

の偏微分方程式論が個々の方程式 を 別々 の 方法で扱う
大タイルから脱却し て 一般論を持った
- 今では 加群は様々な分野で重要な役割 を果たしている
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0-加群の背景
2. D - 加群と は何か ? 何がうれしい のか ?
3. リー マン ・ エルベルト 対応 と は ?
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D ・ 加群の応用広がり .
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1. 背景 i 一次方程式 ・ 定数係数線形微分方程式
の 連立一次方程式
ーー

例えば py
= 3

.

どう解いたか?
例えば
"なる

かなよ 。
一 然瑩。

1碧
大学で行列 と いうもの を習った行列 を使って上の方程式 を書く と

臨] [また 阿 、

一般には が𢎭 (AeMali ※ d Bed) の 形
。

これ を 解くアルゴリズム と し て 掃き出し法 を誓った 行基本変形な
II.が
一

弼郷をかな

[割誕惙は間で品 はや た弣が
小 小

外か

たば たえ ば
、最 たり? ]

EMI と し てみる と 方程式 は

fなお
3

Zty = 0

に 変わる
.

もちろん の 1
, y- 1が解なので、

2にまま から

2に2 も わかる 、 これら は形は違うけど本質的には同じ方程式
。



E

行列で見ると何 と し たか ?

ほただけ な] → [前で は[前
基底変換 、

[な測も別だけぼだけ河
行列は基底を 取ったときの 線形写像の表示だった !

線形写像が大事で基底を 取ると側 と して姿を あらわす
二* = 0 の形 の 方程式が 特に大事、

斉興
ANB の 解 の 一つ を N と 好と 任意の解 は氏 と の 咿の和

.

C) Aaa。) = A * -AN - B - B = )
.

位 で何ぼな]→
→ [ i] が一つの䚡 [別河で。] の脇卧昭] の形
② の 解は ぼ [が [D

.

① の 解全体が どうな」 ているか知ることがまず大事
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の 微分方程式 -_- 微分が入った方程式 T t.fi . . . .ド ) = 0
.

位
。 最拗 - a → 解 : 杉、鑼のは偏微分 を考える

。 最柳am 杉 =せた。

。 新川派) の 杯で
、

物理法則 は微分方程式 の形 で書かれていることが多い 。

低 運勅方程式 m樹(がた
鮧と物体の房がわかる 。

物を臀度で上に投げたときの郡き
た舟だけ最 f -_- mg

I 蕺たし い 排ない話で

、 一般に線形微分方程式 を考える
未知関数 とその 偏樕たち の 一次式 = 0

a)齕が amlx巗柳が +9𥈞た 咖は利
の 形

。 ga) = 0 の とき 泰次型 と呼ば れる
、

-30

た者 と かくと 嶈 ーよな ので Tana)がた 。a。はま となる
。

-
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s.
これ は車なるか㡜

脈、 2) に An (川が -.- +9的 +901か と書いて

これが 関数に作用すると思う 。 脈、のち も関数
脈が線形微分作用素

、

豚ががた)で豚状 十 に脈のな 、

脈が 瓯] →s
CT) → CT)
OCC) →9

という 線形写像

:
PG .

23 : F → F と 思える

③ は 脈のまま と書ける
斉次方程式 Pは 2) - f = 0 は この ときも大事
@iP1x.D た g の 解の 一つ を たい とする と @ の 解 は斉次方程式の
の解と柧) の 前で書ける ( 脈がはた) = g.ge )
連立 の ときも OK (微分方程式 系 )

Rja ) と 線形微分作用素 と して

脈は何に t Renfe - g
ihn.fi
t.it 胝 (かがた gk

を 考えられる
.
F (別のかな と 成分が微分作用素の拠行列 と に

p : F
'
→ F と みて Pた g と書ける
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定数係数の とき は次のように 1 て代数的な考え方で
統一的 ・ システマすッり に 解けた 、

PA ) = が十 amが十 一 +9は+90,1%351が 0 -⑤

蕺って An = 1 に は

2 と 変数Z に は Z の 多項式
脈) = が+9mA tazta。 ( PA) の特性多項式 )

を 考える と 代数学の基本定理から
Teen

PA) に は入りか は 一のが8
,
Aid 、 狆なぼ )

と 因数分解できる
Mた tmq.am 、

補題
はがた 0 の 解は どす がイッが訓の線形給で書ける
に) Leibniz則 (積の微分) から

2 (どま ) = ので「

gt Tage
"はNg

m)作用素 と し て る のでなど%ca-N.IRかがた 0 の 両辺 に e
" を かけると

.

0 = e
-ではが f = 2では一入が 'f

-.- がetf
m 回積分する と e

"物 = 0 + an- cmがい」
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定理 が解 は

exeMr . . . がで
"'
m - )

でけがは yq.eu mm ) の 線形結合で書ける

M階方程式 の 解空間 はの 次元 で これらが 一次独立なので呫
(2 -Nが(2×がた (2 - 入がでるが '

と交換なことが𦥯
低 ド+ f

"

- f
'
_f - o

↳ 阿 = プが- z - 1 = ばりない )

た) =心などでいい」
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2. 0 -加群 の考え方
。 係数が 関数の ときは ?

今回は簡単の ため 多項式係数 の微分作用素 を考える .

PH
.
2) = 9
_

叭)が -.-1型)みた上
の か の

①矴
x を かける作用と微分は交換 し ない

(み)f = 2は) = ft が Of = (1 +か )f
teibniz

作用素 と に は [2 . x] i = みーね = 1
. 正準交換関係

多項式係数の微分作用素全体は非可換環 D を なす
王最加法 t と 乗法 の が 定まっ ていて( 加法 について 可換群、 乗法 について半群、 分配法則が成立)
P は 水 と 2 で 生成されて い て (全部がかの結形和)

[みなみ ーね ー ま の 関係 に なっている

すると 脈、
2) は D に 住んでいると思える i P は) ED 、

多変数の ときも が、
お (Eli , d )で生成され

たに 、また 0

|霄斎 gj
と みたす微分作用素環が考えられる。

differential
d



E

- 体上の ベクトル空間 を考えた よう に Dが作用する加群 と考えた
Mi 左 D -加群 、 加法 t による可換群で PED.me M に対し

P.me Mが定まっ て分配法則 ・結合法則が成立 。

低 o 0矴 はED - 加群。

(多額のとき は姑が 、 Nd] )
x の作用は かけ算 、

2 の 作用は微分 で すればよい

。 acid - 3 4上 の 正則関数と も なか加郡
(多変数のときは 0(d ) が 左外加群)

o 0(パパが 左 Dd - 加群 ならば たが 、
d に対して

な i 0(件が → 0化が
、

S いるist Ais A i EM (Ni 00 1)
が 定まっている

。 また、 TI = 0 可積分接エ
o D それ 自身も 左D -加群 (左からの 栗法 により)

、

これが特別に大事
⑧ Pe D 微分作用素 と は とき 商加群 咕の時か僻
元はな] (QED) で [が矴 がREDI左作用で閉じる

Dでは違うけど同じだと見なす
は、 たが割った余りが等しい とき同じと見なす の 銘

な町
・加群 の 間の 関係 と調な ため に構造を保っ写像 を考える
M.が左か加群、 左が加群の射 (準同形) 9:14が
-

と は加法 と D の作用 を保つ もの i DY (mm) - Y (m)+8(m)
D作用 となする とは提群の構造だけ見る 2) 4 (Pin ) = py cm)
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Hom
p
(M .

N) に す 9:14→ N 、 劯加群の射
加法 で 可換群になる

y.、 M→N.fi N→ M .
ED -加群 の射が存在 し て

Yoga idM.geた呦 をみたすとき M と N は 1聖とい た川 とが

低 o Pe D いた とき
D加群としては同じもの

.

. p i D → p ,
Q 1→ @ n P は劯加群の射

.

より 一般に PEMは1 i D) と し て 彤 が い なベクトル

と して見る と opi が→ De

refY
は加加群の射

の Hom
p (D . M ) -MYes 知 如) = 9月なかは

( Pm Rm ) tm
- 加群 の射 Y : M → N に対して

Ker Y i = イ MEM / Yan) = 0S a M
.

Im y に 倁) EN I ME MS <N .

と 定める に 姑は
、
0 、 いい 考えたい 関数空間は D -加群)

PED が F -> F に対して
疷 ( R : F→ F) = hfe FIP.to に斉次方程式の解空間!
Im ( P : F → F) = h P.fEFITEFlgc.IE ) ?



E.
p に付随持左D -加群から KerA )が わから ない か?
( cf.H.msDi F) こ たが全体でなくす ftp.たがぼ)

これが M = 1%p !

that-~ KerCP . F→ F)

と ne> yは丸 町 = 0 in M

(が→ @Here f Rgに咋は、砂

た Q が 0
- YE)= 0

well - defined

M = Dbp と いうなか加群から かが 0 というが鬱鬱襷式 の鰯がわかる ! 1
m> p.to という方程式から ではなく左か加群からスタートする

。

これが D -加群の理論の考えが

- 完全列から の説明、

D週 D → M → 0 は都加群の完全別
ここ に Homが 、 F) と いう 左完全関手 を施すと

0 → Hmp (M . F) → Homp (DF)やHom ( D. F) 完全 _

5 1 5 1

kerlb.it#).Fp.-7F
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で の考え方の 何がうれしい の か ?

ただ代数の言葉 に 直し ただけ?で少なくともでうれしい こと がある

さ)偏微分方程式系も 同じ枠組で扱える .

Rif + -.- +Rete - 0
i|蜐 .twた = o

も同じ ように孝られる

PHRD.ge Mali Del ) と し て

が やか→ M → 0 : 完全で M を 定める と
「球「

智叨 (MF) =作物 . . .Me が 1門= 0}
功方程式 と 解を さがす空間 と分離でき𥓙に同じ ように扱える

微分方程式の形だと 未知関数f は どこ に いる ? と思うが
、

Hom p M 、 F) と 書く と

- 微分方程式 と する Hom 。 ( M .
- ) と

- 解 を さがし ない 空間 F

に分かれている
。 Homp ( 14

,
- ) が 微分方程式 を 関手的 に表現 し ている

。 F と 入れる と Fにおける微分方程式 の解空間が顕現、
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区) 見かけ の形 は違うが 同値な方程式 と 同じ と扱える

位 の E 4 ・ すいら と し て (か ー の ) f 0 . . .@ を 考える

m解 杉 = が
(x) - x扖) を 定める と皛 ーの -1 )が 水 ( 1が2 ) - 2は -2に水には 一 の ) だから

N2-a-Dg-@2-a-Dxf-Na2.a ) f = 0 -@
↳解 : glx) =が
逆に gが⑦ を みたすとする と 扣は前 ybc) と 定めれば

f は 60 を みたす、 これら の変換で 60 との は 同値 -

未知関数 と し て f を とるか g を とるかは人為的で本質的でない
.

D-加群を使うと ? 上の変換で劯加群と し て円形
。

Mii -一 % (かの
二 142 に 昭(かい )

注達 Hemp ( ME, 0 ) を 考える と 本書は ダメ .

で は 2に 0 で 正則 でない から
、局所的に考えない といけない

、

与えられた左が加群 M に対して
、
M - DA p と いうなか加群の

同形 が あった と する と
、 これが pf = 0 に対応は 、

別 の QEP で M- DD . Q と なるかも しれず、 この ときは Q = 0
.

一般 にがち がけ→ 0 という完全列 をとると昨 0の着を得る
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D -加群 M からスタートする と表示 の とり方によって
微分方程式 の 形が 変わる
同値な方程式 と 同じだと 思う 良い アプローチ、

抽象化
1線形代数 行列 いい 線形写像

10.擗理論 微分讞 とい D -加群
、

→の表示
こちらが本質的 !
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3 . リー マン ・ ヒルベルト の捩 (あらすじ )

微分方程式 と トポロジー の データの 天振 。

さっき の微分方程式 は一 の ) f = 0 を 考える

解の 一つは 私) =が → deZa でない と 2に 0で正則でない 。

微分の最高次 0 の係数 と さ に しよう と わった ときまずくなる点 を

特異金 と いう
。
(そう は とき の係数の特異点)

のにが について IEE から特異点 0 と の 間まわってみる

。 吐
がい ど職の

と 変わった !

たれも微分方程式の 解
解 を 解に うつす変な点がおこっ ている : e

2民はかかる
、

つまり 微分方程式があると ヤバい点 を まわると解が
どう変換されるかが決まる もノド は 三 -

もっと 一般に PH .
2) = An (かが . . . +91かみた (DEDER

PG , 2)は 0 と いう奉次方程式 を 考える

9咷 )も 0 となる% の近くではカコ の独立な解をもっ (解空開の次元)
ao) = 0 となる 210 (特異点 ) の まわり では何がわかるか ?

(本当は が 主 の 変換 を 1 て た がつい て も 特異点の考える )



止

がeG を ADD # 0 と なる点 と して→固定 。

前0̂O^鱺た磯に高灥なる
。 解析接誌で

上 で見た よう に まわってくる と 別 の 解に なりうる
までの 近く の 独立な解を f 、 -.- .tn と する と 特異点 を なれる と

fi ↳ cit -.- t Gnた と変換される
モ1 ドは三 一側

で から出 て特異点 を まれな道 を とるごと に行列 ftp.je Maia)
が定まる 、

逆向きにまわる と元に戻るので 可逆 iGL (MiG)の元
.

D =例 . . .

. から s Gi特異点全体 (本当は 。 GP) と する と

道を GID (本当はGIRD) の中で連続に変形 しても
解 の変換 は 同じ まま は 1 ドな一定理)

でから出でも D を通り で に戻っ て くる道 を連続な変形が
うつり合う もの は 同 一礻見 した もの を TED ,

D と書く
、

卵
道 を つない で 群 に なるので基本遐と呼ぶ が0.0が

「

微分方程式 は0が格と群の射た (GDI ) →GLAD
(基本群の表現)が定まること を いっ ている

。
GR

'

で ドロミー表現
。

②逆に基本群の表現があったときに微分方程式はがか?



どんな形 の 特異点 も 許すとき/ ドロミー で区別 できないので制限する
低 (かみいた 0 m)杉=欧 のドロシー が自明

が0 での増大度が大きすきな

解が こういう 風 に ならない マイルドな特異点確定特異点
一一

リー マン ・ ヒルベルト問題

確定特異点型微分方程式係 )いつ のドロミー表現
This
??

Dyne : 可積分接続 の設定で高次元40

Kashiwarai 0 -加群に一般化し て定式化 ・証明
(後に MeloMontも 同じ結果 を 得た )

• どういう主張か? -雑に説明 し たい 、

微分方程式 を局所的には点のが小さい近傍で)考えて

あとでペタペタ貼り合わせて全体に のばし たい ことがある
と層 : 開集合 U に対して RU) i ベクトル空間鐶/加群が定まって

Ua Vに対し N) → AU)
制限

があって貼り合わせ条件を

みたす
0:49上の 正則関数の層 、

8:09上 の環の層

Ni (連接) 加群が微分方程式を局所的に考えること に相当
NmolM .

0) i G生の解の層
。



近

実は だ (UD の表現 と は の局所的に まったな有限次元
① - ベクトル空間 の層が むさ に 対応

局所系

。0 。 彧○知
解の層はそうなっ て いるか? - 1
位 。 (かいた 0 い たかが解の層はな定数

にでも 同じ
。 (かーす)が 0 m> M) =が、 Gyo }上ではミーは1

0 で O
。 (な +1) f = 0 の fa) =お i Gloは定数 ,

0で0
.

×庥 黎 箱 /𥱤 俐 と微局所系

確定特異点型 に対応する 加群確定特異点型たが、70-礮
ーー

この解の層 は分割 すると それぞれ の パート で局所系 になる層 に なる !

(Kashiwaa '
75) 構成可能層

、

リーマン ・ エルベルト対応 Kashiwarate '84
トポロジー

の確定特異点型社会は加群と ぜ り構成可能劘
解析

"

M 1→ Home (M .
0)
"

正確に は X :複素多様体 DhghdM) => 脳が
Rtha t.ae )



近

4.8加群の応用 ・広がり

l) 言操代数解析
微分方程式 と環と加群の言葉に変換できるので、

グげた基底などの代数の道具を使って言擤アルゴリスが
得られる ( Oak 、

-.- )

の か関数
はた4[が , Rd] に対して D -加群を 用いると次が示せる

.

0 でない な変数多項式 が e の と微分作用素
PG . x .

2) =ま かい)で pds.DEGIS 、

が存在 に b = P いの
"

eG ) を 笳す呦
( f に 肉係する Dd -加群Nfが アルティン と いう )

この ような b の中で 次数最小 の もの を b -関数 または

佐藤 - Bernstein 多項式 と いう

b.関数は 次の 解析接続の 問題に 関わる
fe RT 、

折に012(EN ) と仮定 YES(Rd )急減少瞰

FCS) に5 8 物M → FCS) : ReCs) 7 0 で現1
.

Rd
RF を 4上に有理型関数と して 解析接続できるか?

(Geffend '

54 )



近

ガンマ 関数は特殊な場合で
、
このとき は Yes .

郷が鬱と琲Stone
' b -関数を使うと 同じことが できる

R " で正則
、

b F =fgb 拗物 。
形式随伴

桃 門が利痴のが解いた
b の零点がf の 特異性に 関わる

。

Re H で正則
、

-最近は ベイズ統計や乗数イデアル層 とも別岳 している

(Watanabe) (Saito 、
-.- )

3) リーマンはWベルト対応は解析と トポロジー を つなぐ

の局所系でドぼという トポロジー で基本的な天掾 を調べる の に

システマネック にも加群が使える
。 RH対応 で D -加群側 の特殊なもの たち に対応する
構成可能層 と偏屈層 という

。

m) これを使って 特異空間でもPeri双対性が成り立つ
コホモロジー を つくることができる

、

一



•

4)表現論と の 関わり ihdan - Lustig予想
。

「輝純山と代数学の krma加群と既約最高ネイト加群
の指標たちが Kwan -Lady 多項式 と呼ばれるもので
結びついて いる」 という 予想

Bryandi - Kashiwaa
'

81 と Benson -Bernstein '

81が独立に証明

概略 KL 多項式には トポロジー的な表示がある

仕多項式
偏屈層を使う .

1 偏屈屠 くーは加群 <-> な加群
RH対応 Baton -Bern舢対応

↳ 幾何学的表現論という分野に発展 し ていく 、
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