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Preface

多重ゼータ値 (multiple zeta value, MZV ) とは無限級数
ζ(k1, . . . , kr) =

∑
0<n1<···<nr

1

nk1
1 · · ·n

kr
r

(k1, . . . , kr−1 ≥ 1, kr ≥ 2)

によって定まる実数 ζ(k1, . . . , kr) のことである. その歴史は Euler や Goldbach による級数
ζ⋆(k1, k2) =

∑
0<m≤n

1

mk1nk2

の考察に始まり, 一般のケースは 1990 年代初頭に Butzer–Markett–Schmidt [BMS] や Hoffman [Ho1], Zagier [Za1]
によって定義された3. その後数多くの研究がなされ, 様々な変種も考案される中で現在に至っている. このテキスト
は, そのような変種の中でも大きな研究対象として名を馳せている “有限多重ゼータ値” と “対称多重ゼータ値” につ
いて概説するものである. これらは 2010 年代の初めに Kaneko, Zagier の両名によって考案され, 切っ掛けとなる論
文 [KZ] がいまだ出版されていないながらも今までに数多くの結果が証明されている. また, 近年 Rosen [Ro1], Seki
[Se1], Jarossay [J3] などによって考案された, 有限/対称多重ゼータ値の “精密化” である p 進有限多重ゼータ値, t 進
対称多重ゼータ値についても現状で知られていることを可能な限り述べた. 本テキストは概ね小野雅隆氏ならびに関
真一朗氏の解説記事 [On2], [Se2] に基づいて, さらに近年得られた結果を詳述したデータベースのようなものを目指
している. 有限/対称の文脈だけでなく, それらの研究の動機として不可欠である古典的な意味での多重ゼータ値につ
いても必要な事項をなるべく記載してある.
本文全体を通して Z, Q, R, C をそれぞれ (有理) 整数環, 有理数体, 実数体, 複素数体を表す. 数学的対象 x, y に対

し Kronecker のデルタ
δx,y =

{
1 (x = y)

0 (x 6= y)

を用いることが多い. また, 慣習として k, l, h をインデックス (§1 を参照), e, f を非負整数の列を表す記号として用
いることが多いが, その都度述べる. 空和, 空積はそれぞれ 0, 1 と定める.
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1. 準備: Hoffman 代数とインデックス
本節では多重ゼータ値やその変種を記述するのに不可欠な “インデックス” に関するいくつかの定義, 記号とそれ

を代数的に扱う枠組みである “Hoffman 代数” について述べる.

1.1. インデックス. 集合
I0 :=

⊔
r≥0

Zr
≥1

の元をインデックス (index ) と呼ぶ. ただし r = 0 の部分は一元集合 {∅} であると考え, その元 ∅ を空インデック
ス (empty index ) という. また, 最後の成分が 2 以上であるインデックスを許容インデックス (admissible index ), あ
るいは単に許容的 (admissible) であるという. 便宜上 ∅ も許容インデックスであるということにする. 二つのイン
デックス k = (k1, . . . , kr), l = (l1, . . . , ls) が与えられたとき, 成分同士を結合させた (concatenation) インデックスを
(k, l) = (k1, . . . , kr, l1, . . . , ls) と書く. また, 同一の成分 X を周期的に r 個繰り返すインデックスを {X}r と書くこ
とにする: たとえば

{1}5 = (1, 1, 1, 1, 1), {1, 2}3 = (1, 2, 1, 2, 1, 2)

である.

定義 1.1.1. k = (k1, . . . , kr) をインデックスとする.

(1) k の成分の個数 r を k の深さ (depth) といい, dep(k) で表す.
(2) k の成分の総和を k の重さ (weight) といい, wt(k) で表す.
(3) k の 2 以上の成分の個数を k の高さ (height) といい, ht(k) で表す.

空インデックス ∅ の深さ, 重さ, 高さはすべて 0 であるものとする. 同じ深さのインデックス k1 = (k1,1, . . . , k1,r),
k2 = (k2,1, . . . , k2,r) に対し成分ごとの和を k1 ⊕ k2 = (k1,1 + k2,1, . . . , k1,r + k2,r) と書く. なお, 以上の用語や記号
はインデックスだけでなく非負整数の組に対しても用いることがある.
深さ r, 重さ k, 高さ s のインデックス (resp. 許容インデックス) 全体の集合を I(k, r, s) (resp. I0(k, r, s)) と書き,

高さの情報を忘れたものを

I(k, r) :=

r⊔
s=0

I(k, r, s)

(
resp. I0(k, r) :=

r⊔
s=0

I0(k, r, s)

)
と書く.
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定義 1.1.2. 二つの空でないインデックス k = (k1, . . . , kr), l = (l1, . . . , ls) (r, s ≥ 1) に対し, k と同じ深さのインデッ
クス Ik,l = (i1, . . . , ir) であって

(1) i1 < · · · < ir = s.

(2) 任意の j ∈ {1, . . . , r} に対し kj =
∑ij

n=ij−1+1 ln.

を満たすものが存在するとき k を l の縮約インデックス (contraction index ) といい, k � l と書く.

直感的には “縮約インデックスとは元のインデックスの隣り合う成分をいくつか足したもの” であると思うことが
でき, たとえば (3) � (2, 1), (1, 2) � (1, 1, 1) が成り立つ.

定義 1.1.3. インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し
k→ = (k1, . . . , kr, 1), k↑ = (k1, . . . , kr + 1), k↓ = (k1, . . . , kr − 1),

←k = (1, k1, . . . , kr), ↑k = (1 + k1, . . . , kr), ↓k = (−1 + k1, . . . , kr)

と書く. 矢印の冪はその個数分矢印を並べることを表す. また, 空インデックスに対しては ∅→ = ←∅ = (1),
∅↑ = ∅↓ = ↑∅ = ↓∅ = ∅ と定める.

定義 1.1.4. インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し ←−k = (kr, . . . , k1) を k の逆転インデックス (reverse index ) とい
う.
←−∅ = ∅ である.

定義 1.1.5. インデックス k = (k1, . . . , kr) と整数 0 ≤ i ≤ r に対し
k[i] = (k1, . . . , ki), k[i] = (ki+1, . . . , kr)

とおく. ここで k[0] = k[r] = ∅ である.

1.2. Hoffman 代数. 有理係数の二変数非可換多項式環を H = Q〈e0, e1〉 と書き,

H1 = Q+ e1H, H0 = Q+ e1He0

をその部分代数とする. インデックス, 許容インデックスの Q 係数形式的線型和全体の集合をそれぞれ
R0 = spanQI0, R′0 = spanQI ′0

と書く. このとき z∅ = 1 ∈ H1 とおき, 空でないインデックス k = (k1, . . . , kr) に対し
zk = e1e

k1−1
0 · · · e1ekr−1

0

と定めることで, Q 線型写像 R0 3 k 7→ zk ∈ H1 (k ∈ I0) は全単射となる. このことを, とくに生成元どうしの対応
k↔ zk を指して, word とインデックスの対応という. ここで word とは e0, e1 からなる有限個の文字列 (モニックな
単項式, 1 も含む) のことを意味する. この写像は H0 に制限すると R′0 への全単射となる (つまり H0 の word が許容
インデックスに対応する.). また, この対応を通してインデックスの深さ, 重さ, 高さはそれぞれ対応する word に含ま
れる e1 の個数, e0, e1 の総数, e1e0 の個数であるということができる. この用法で H1 に対して写像 dep, wt, ht を Q
線型に延長して使うことがある.

注意 1.2.1. しばしば H の元 w に対し, 各項に含まれる word の綴り (文字の順番) を逆にする意味で ←−w と書くこと
があるが, インデックスと word の対応があるからといって ←−k と ←−zk を同一視してはならない: 前者に対応する word
は e1e

kr−1
0 · · · e1ek1−1

0 であるが, 後者は ekr−1
0 e1 · · · ek1−1

0 e1 である.

1.3. 調和積. 調和積とは多重ゼータ値の関係式を述べる際に頻出する積構造の一つであり, 次小節で述べる “シャッフ
ル積” とともに多重ゼータ値の代数構造の双璧を成している. ここでは次節以降に様々な関係式を述べる際必要な事
項を書き並べるので, 必要に応じて参照されるとよい.

定義 1.3.1. 調和積 (harmonic product, stuffle product. 著者によっては級数シャッフル積 (series shuffle product) と
も) を H1 上の Q 双線型な積 ∗ として, 次の規則で帰納的に定める:

1 ∗ w = w ∗ 1 = w,

wzk ∗ w′zl = (wzk ∗ w′)wl + (w ∗ w′zl)zk + (w ∗ w′)zk+l.

ここで w, w′ ∈ H1 であり, k, l は正整数とした.
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インデックスと word の対応を通して調和積は R0 でも考えられるため, これを k ∗ l などと書く. たとえば
(2, 1) ∗ (3) = (2, 1, 3) + (2, 3, 1) + (3, 2, 1) + (2, 4) + (5, 1)

となる.
深さごとに帰納的に計算していくことで, 次の事実がわかる.

命題 1.3.2 (Hoffman [Ho2, Theorem 2.1]). 積 ∗ は結合的かつ可換である.

この事実より ∗ を備えた H1 (resp. H0) は可換な Q 代数となるので, これを H1
∗ (resp. H

0
∗) と書く. なお, 多重ゼー

タ値初期の論文 (たとえば 1997 年の [Ho2]) では w ∗ ek0 = ek0 ∗ w = ek0w として調和積を H 全体に定義しているが,
現代ではこの定義はあまり用いられない.

命題 1.3.3 (Hoffman [Ho2, Theorem 3.1, Theorem 4.1]). 同型 H1
∗ ' H0

∗[e1] が成り立つ. 即ち任意の w ∈ H1 に対し
ある非負整数 n と H0 の元 w0, . . . , wn が存在し

w =

n∑
i=0

wi ∗ e∗i1

となる. ここで e∗i1 は i 個の e1 の調和積 e1 ∗ · · · ∗ e1︸ ︷︷ ︸
i

を意味する.

この表示による “定数項” w0 をしばしば reg∗(W ) と書く. 次の命題はこの写像を使ってより高次の係数を具体的
に記述できることを主張する.

命題 1.3.4 (Ihara–Kaneko–Zagier [IKZ, Corollary 5]). 任意の w ∈ H0 と非負整数 n に対し

wen1 =

n∑
i=0

reg∗(we
n−i
1 ) ∗ e

∗i
1

i!

が成り立つ.

準同型 S̃ : H → H を e0 7→ e0 と e1 7→ e0 + e1 から定め, Q 線型写像 S1 : H1 → H1 を w ∈ H に対し S1(e1w) =

e1S̃(w) とおくことで定める. この写像は多重ゼータスター値 (§2.4 参照) を記述する際に重要となる. インデックス
k = (k1, . . . , kr) に対し S1(zk) に対応する R0 の元をしばしば k⋆ と書き, これは定義より k の縮約インデックス全
体の和になる: たとえば k = (k1, k2, k3) に対し

k⋆ =
∑
l⪯k

l = (k1, k2, k3) + (k1, k2 + k3) + (k1 + k2, k3) + (k1 + k2 + k3)

である.

命題 1.3.5 (Hopf 代数構造; Hoffman [Ho4]). 標数 0 の体 K に対し H1
K = K + e1K〈e0, e1〉 と書くと, これには次の

ようにして K 上の Hopf 代数構造が入る.

(1) 積は調和積 ∗ を K 双線型にしたものである (定義 1.3.1 で Q を K に変える.).
(2) 単位射は埋め込み η : K 3 a 7→ a ∈ H1

K である.
(3) 余積はインデックス k に対し

∆∗(zk) =

dep(k)∑
i=0

zk[i]
⊗ zk[i]

として定まる K 線型写像 ∆∗ : H1
K 7→ H1

K ⊗ H1
K である.

(4) 余単位射は H1
K の元を e0, e1 の多項式と見たときの定数項を与える写像 (つまり e0 7→ 0, e1 7→ 0 から定まる

K 代数としての準同型) ϵ である.
(5) 対蹠射はインデックス k に対し

S∗(zk) = (−1)dep(k)S1(z←−
k
)

として定まる K 線型写像 S∗ : H1
K → H1

K である.

とくに H1 は Q 上の Hopf 代数となる.
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なお, Hoffman [Ho4]は H1
∗ が準対称関数 (quasi-symmetric function)のなす Q代数と同型であることを示しており,

そこに Hopf 代数の構造を入れる形で示している. また, 調和積と後述のシャッフル積を包括的に考える quasi-shuffle
product4 という枠組みが [Ho3] で考案されており, 命題 1.3.5 と命題 1.4.6 を同時に示している. 現状, 本テキストで
は準対称関数や quasi-shuffle product をこれ以上詳しく論じる予定はない.

系 1.3.6. インデックス k に対し
dep(k)∑
i=0

(−1)dep(k[i])k[i] ∗ (k[i])⋆ = δk,∅∅

が成り立つ.

命題 1.3.7 (Hoffman [Ho3, Theorem 3.2]). 空でないインデックス k に対し

k⋆ =

r∑
l=1

∑
(k1,...,kl)=k
k1,...,kl ̸=∅

(−1)r−l
←−
k1 ∗ · · · ∗

←−
kl

が成り立つ.

次の命題は多重ゼータ値の対称和公式と呼ばれる関係式を導くのに使われる.

命題 1.3.8. 空でないインデックス (k1, . . . , kr) に対し∑
σ∈Sr

(kσ(1), . . . , kσ(r)) =
∑

B1,...,BN

(−1)r−N (b1 − 1)! · · · (bN − 1)!(kb1) ∗ · · · ∗ (kbN ),

∑
σ∈Sr

(kσ(1), . . . , kσ(r))
⋆ =

∑
B1,...,BN

(b1 − 1)! · · · (bN − 1)!(kb1) ∗ · · · ∗ (kbN )

が成り立つ. ここで {B1, . . . , BN} は {1, . . . , r} の分割全体を渡り, Sr は r 次の対称群, bi =
∑

j∈Bi
kj とした.

Proof. 集合の分割についての用語をいくつか復習する: 有限集合 S の分割とは有限個の空でない部分集合の族
{B1, . . . , BN} であって

S =

N⊔
i=1

Bi, Bi ∩Bj =

{
Bi (i = j)

∅ (i 6= j)

を満たすものである. また, S の分割 B = {B1, . . . , BN}, C = {C1, . . . , CM} に対し C が B の細分であるとは, 任意
の 1 ≤ i ≤M に対しある 1 ≤ j ≤ N が存在して Cj ⊆ Bi となることである. この状態を B ≤ C と書くと, 細分全体
の集合には半順序構造が入る. さてインデックス k = (k1, . . . , kr) を一つ固定すると, 調和積の定義より {1, . . . , r} の
任意の分割 C = (C1, . . . , CM ) に対し

(c1) ∗ · · · ∗ (cM ) =
∑

B={B1,...,BN}≤C

∑
σ∈SN

(bσ(1), . . . , bσ(N))

が成り立つ (ここで bi =
∑

j∈Bi
kj , ci =

∑
j∈Ci

kj とおいた.). これに Möbius の反転公式を適用することで∑
σ∈SM

(cσ(1), . . . , cσ(N)) =
∑

B={B1,...,BN}≤C

µ(B,C)(b1) ∗ · · · ∗ (bN )

となり, C = {{1}, . . . , {r}} ととれば µ(B,C) = (−1)r−N (b1 − 1)! · · · (bN − 1)! であることから示したい等式が得ら
れた. 二つ目の等式は一つ目の両辺に S∗ (命題 1.3.5 で定義したもの) を適用することで, この写像が調和積に関して
準同型であることからわかる. □

4非常にややこしいが, Jarossay [J3, Definition 4.5] は調和積のことを quasi-shuffle product と呼んでいる.
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1.4. シャッフル積. この小節では, 多重ゼータ値を扱うにあたってもう一つの大事な積構造であるシャッフル積につい
て基本的な性質を述べる. 調和積とよく似た性質が多く (実際に Hoffman の quasi-shuffle product を通じて同時に証
明できる命題も数多くある), 以後 “調和積と同様” というフレーズが多く登場するがご宥恕願いたい.

定義 1.4.1 (Eilenberg–Mac-Lane [EM]). シャッフル積 (shuffle product) を H 上の Q 双線型な積 x として, 次の規
則で帰納的に定める:

1x w = w x 1 = w,

wei x w′ej = (wei x w′)ej + (w x w′ej)ei.

ここで w, w′ ∈ H であり i, j ∈ {0, 1} とした.

重さごとに帰納的に計算していくことで, 次の事実がわかる.

命題 1.4.2. 積 x は結合的かつ可換である.

調和積と同様5, x を備えた Hoffman 代数をそれぞれ Hx , H
1
x , H

0
x と書く. インデックスの線型和として k ∗ l と

いう記号を用いたのと同様, シャッフル積においても kx l のような記号を用いる. たとえば
(1, 2)x (2) = 6(1, 4) + 3(2, 3) + (3, 2) ∈ R0

となる.

命題 1.4.3 (Reutenauer [Re, Theorem 6.1]). 同型 H1
x ' H0

x [e1] が成り立つ. 即ち任意の w ∈ H1 に対しある非負整
数 n と H0 の元 w0, . . . , wn が存在し

w =

n∑
i=0

wi x exi
1

となる. ただし exi
1 という記号は調和積のときと同様 i 個の e1 のシャッフル積を意味する.

この表示による定数項 w0 をしばしば regx(w) と書く. 次の事実も調和積と同様である.

命題 1.4.4 (Ihara–Kaneko–Zagier [IKZ, Corollary 5]). 任意の w ∈ H0 と非負整数 n に対し

wen1 =

n∑
i=0

regx(we
n−i
1 )x

exi
1

i!

が成り立つ.

Proof. 実際はより強く, W ∈ H1 に対し

we0e
n
1 =

n∑
i=0

(−1)n−i((w x en−i1 )e0)x ei1

となることを n の帰納法で示す (ここから命題が従うことは正整数 N に対し exN
1 = N !eN1 が成り立つことからわか

る.). n = 0 のときは明らかで, n− 1 のケースを仮定すると

we0e
n
1 =

n∑
i=1

(−1)n−i
(
((w x en−i1 )e0)x ei−11

)
e1

=

n∑
i=0

(−1)n−i
(
((w x en−i1 )e0)x ei1 − (w x en−i1 x ei1)e0

)
と計算できる (二つ目の等号はシャッフル積の定義と i = 0 の項が 0 となることを用いた.). 二つ目の和は

n∑
i=0

(−1)n−i(w x en−i1 x ei1)e0 =

(
w

n!
x

(
n∑

i=0

(−1)n−i
(
n

i

))
en1

)
e0 = 0

となるため命題を得る. □

5調和積の場合と違って H 全体, つまり e0 で始まる word も含めた定義を勘定に入れていることは後々の正規化や KZ 結合子の議論などで大
事になってくる.
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命題 1.4.5 (Li [L1, Lemma 3.3]). 正整数 k, r (k > r) に対し∑
k∈I(k,r)

regx(zk) = (−1)r−1er1ek−r0

が成り立つ.

命題 1.4.6 (Hopf 代数構造; Sweedler [Sw, Chapter XII]). 標数 0 の体 K に対し HK = K〈e0, e1〉 と書くと, これには
次のようにして K 上の Hopf 代数構造が入る.

(1) 積はシャッフル積 x を K 双線型にしたものである (定義 1.4.1 で Q を K に変える.).
(2) 単位射は埋め込み η : K 3 a 7→ a ∈ HK である.
(3) 余積は word w = ea1 · · · ean (a1, . . . , an ∈ {0, 1}) に対し

∆x(w) =

n∑
i=0

 i∏
j=1

eaj

⊗
 n∏

j=i+1

eaj


として定まる K 線型写像 ∆x : HK 7→ HK ⊗ HK である.

(4) 余単位射は HK の元を e0, e1 の多項式と見たときの定数項を与える写像 ϵ である.
(5) 対蹠射は

Sx(w) = (−1)wt(w)←−w
として定まる K 線型写像 Sx : HK → HK である. 言い換えると Sx は ei 7→ −ei (i ∈ {0, 1}) から定まる K
代数の反自己同型である.

とくに H は Q 上の Hopf 代数となる.

命題 1.4.6 で構築した Hopf 代数の双対を取ることで, 結合子の理論でよく現れる冪級数環の完備 Hopf 代数構造が
わかる.

命題 1.4.7 (Gil–Fresán [GF, Example 3.67]). 標数 0 の体 K に対し ĤK = K〈〈e0, e1〉〉 と書くと, これには次のように
して K 上の Hopf 代数構造が入る.

(1) 積は通常の concatenation 積 (w ⊗ w′ 7→ ww′) である.

(2) 単位射は埋め込み η : K 3 a 7→ a ∈ ĤK である.
(3) 余積は i ∈ {0, 1} に対し

∆(ei) = ei ⊗ 1 + 1⊗ ei
で与えられる K 代数準同型 ∆: ĤK → ĤK⊗̂ĤK である.

(4) 余単位射は ĤK の元を e0, e1 の冪級数と見たときの定数項を与える写像 ϵ である.

(5) 対蹠射は ei 7→ −ei (i ∈ {0, 1}) から定まる連続な反自己同型 Sx : ĤK → ĤK である.

とくに C〈〈e0, e1〉〉 は C 上の完備 Hopf 代数となる.

2. 多重ゼータ値
2.1. 定義と主予想.

定義 2.1.1. 空でない許容インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し収束する級数
ζ(k) :=

∑
0<n1<···<nr

1

nk1
1 · · ·n

kr
r

を多重ゼータ値 (multiple zeta value, MZV ) と呼ぶ. また, ζ(∅) = 1 とおく.

収束することの証明は本旨ではないので省略する. 多重ゼータ値とは許容インデックス k に対して定まる量である
から, dep(k) や wt(k), ht(k) の情報を指して ζ(k) の深さや重さ, 高さということがある6. たとえば深さ 1 の多重
ゼータ値とはよく知られた Riemann ゼータ関数の特殊値

ζ(k) =

∞∑
n=1

1

nk
(k ≥ 2)

6しかし, 後に述べるように ζ(3) = ζ(1, 2) など異なる深さを持つ多重ゼータ値の間に等式が成り立つケースがあるため, 多重ゼータ値に対して
深さを返す写像は well-defined でない: たとえば実数 ζ(3) の深さが 1 であるというのは適切でない. ゆえに, 深さ r, 重さ k, 高さ s の多重ゼー
タ値とは単に {ζ(k) | k ∈ I0(k, r, s)} の元のことを指す.
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である.
多重ゼータ値の研究におけるもっとも大きな未解決問題のひとつは Zagier の “次元予想” である. その主張をここ

に述べておく: 2 以上の整数 k に対し
Zk := spanQ{ζ(k) | wt(k) = k, k ∈ I ′0}

とおき, Z0 = Q, Z1 = {0} と定めておく. 非負整数 k に対し Zk の Q ベクトル空間としての次元を dk と書く.

予想 2.1.2 (次元予想; Zagier [Za1]). 形式的冪級数としての等式
∞∑
k=0

dkt
k =

1

1− t2 − t3

が成り立つであろう. 言い換えると, d0 = d2 = 1, d1 = 0 であり k ≥ 3 に対し漸化式
dk = dk−2 + dk−3

が成り立つであろう.

モチーフを用いた数論幾何的な議論によって, 次元予想の片側の不等式は証明されている:

定理 2.1.3 (Goncharov [Go2], Deligne–Goncharov [DG], Terasoma [Te]). 数列 {d′k}k≥0 を
∞∑
k=0

d′kt
k =

1

1− t2 − t3

と定めると任意の k ≥ 0 に対し dk ≤ d′k が成り立つ.

予想次元 d′k が概ね (1 − t2 − t3 の実根)k = (1.3247 . . .)k のオーダーである一方, 重さ k の許容インデックスが
2k−2 個あることを考えると, 定理 2.1.3 は多重ゼータ値の間に Q 線型関係式がたくさんあることを示唆している. 実
際, 多重ゼータ値の間に成り立つ関係式は今までに数多く見つかっており, この分野の研究の中核をなしている. 次小
節以降では, そのような関係式たちについて詳細に述べていく. なお, 異なる重さの多重ゼータ値には関係式がないと
予想されている:

予想 2.1.4. すべての多重ゼータ値が Q 上生成する代数 Z = spanQ{ζ(k) | k ∈ I ′0} は直和分解

Z =
⊕
k≥0

Zk

を持つであろう.

2.2. 積分表示. 多重ゼータ値は反復積分による表示を持つ. この事実は後述するシャッフル関係式や結合子の理論な
どに深く関連しており, 明らかながらも非常に重要な事実である.
非負整数 n と a0, . . . , an+1 ∈ C (a0 6= a1, an 6= an+1, a0 < an+1) に対し

I(a0; a1, . . . , an; an+1) :=

∫
a0<t1<···<tn<an+1

n∏
i=1

dti
ti − ai

とおく. このとき次が成り立つ.

定理 2.2.1 (Kontsevich [Ho2, Theorem 6.1]). 許容インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し
ζ(k) = (−1)dep(k)I(0; 1, {0}k1−1, . . . , 1, {0}kr−1; 1)

が成り立つ. ここで {X}N は X を N 個並べたものを表す.

この積分表示を通じて, 多重ゼータ値を Hoffman 代数によって取り扱う枠組みをここで述べておく.

定義 2.2.2. Q 線型写像 Z : H0 → R を word w = ea1 · · · ean (a1, . . . , an ∈ {0, 1}, a1 = 1, an = 0) に対し
w 7→ (−1)dep(w)I(0; a1, . . . , an; 1)

から定める. この写像をしばしば evaluation map と呼ぶ.
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このとき定理 2.2.1 より許容インデックス k に対し Z(zk) = ζ(k) が成り立つ. この表示を利用して R′0 の元に対
し写像 ζ を Q 線型に拡張しておく: 即ち, 有理数 q1, . . . , qn と許容インデックス k1, . . . ,kn に対し

ζ

(
n∑

i=1

qiki

)
:= Z

(
n∑

i=1

qizki

)
=

n∑
i=1

qiζ(ki)

と定める. この写像を用いると, 多重ゼータ値の Q 線型関係式とは Ker(Z) (あるいは Ker(ζ)) の元を明示的に書き下
したものに他ならないことが分かる. また, 今後も同様にインデックスを変数に持つ写像を (必要なら ∅ 7→ 1 と定め
て) 線型に拡張することがある.

2.3. 多重ゼータ値の関係式族. 本小節では, 多重ゼータ値の関係式族についてよく知られているものをいくつか述べて
いく. 単なる特殊値を計算したものとの明確な線引きは難しいが, 分類の難しいものは最後にまとめて記載した.

2.3.1. 双対性. 反復積分表示 (定理 2.2.1) からわかる大事な定理の一つとして, 双対性 (duality) や双対関係式 (duality
relation) と呼ばれる関係式がある. それを述べるにあたって許容インデックスの双対という概念を定義する.

定義 2.3.1. 許容インデックス k に対し s = ht(k) とすると
k = ({1}a1−1, b1 + 1, . . . , {1}as−1, bs + 1)

を満たす正整数 a1, b1, . . . , as, bs が一意に存在する. これを用いて定まる許容インデックス
k† = ({1}bs−1, as + 1, . . . , {1}b1−1, a1 + 1)

を k の双対インデックス (dual index ) という.

注意 2.3.2. この定義は Hoffman 代数を用いるとより簡潔に述べられる: H0 の反自己同型 τ を ei 7→ e1−i (i ∈ {0, 1})
で定めると, word τ(zk) に対応する許容インデックスが k† となる.

定理 2.3.3 (双対性; Hoffman [Ho2, Corollary 6.2]). 許容インデックス k に対し
ζ(k) = ζ(k†)

が成り立つ.

Proof. インデックス k = (k1, . . . , kr), l = (l1, . . . , ls) に対し

Z(k; l) :=
∑

0=m0<m1<···<mr
0=n0<n1<···<ns

1

mk1
1 · · ·m

kr
r

mr!ns!

(mr + ns)!

1

nl11 · · ·n
ls
s

と定める. この級数は k, l が両方空でないか, 片方が空でもう片方が許容的なとき収束する. このとき非負整数 m,n
に対し ∑

a>m

1

a

a!n!

(a+ n)!
=

1

n

m!n!

(m+ n)!

が成り立つことから
Z(k→; l) = Z(k; l↑) (l 6= ∅),

Z(k↑; l) = Z(k; l→) (k 6= ∅)

となる. 許容インデックス k に対しこれらの関係式を Z(k;∅) へ繰り返し適用することで定理を得る. □

注意 2.3.4. 双対性は反復積分表示において変数変換 t 7→ 1−tを施すことですぐにわかるが,ここでは Seki–Yamamoto
[SY1] による連結和法 (connected sum method) と呼ばれる証明を紹介した. この手法は様々な関係式の証明に応用さ
れており, 調和関係式 (定理 2.3.35), シャッフル関係式 (定理 2.3.37), Hoffman 関係式 (注意 2.3.21), 巡回和公式 (定
理 2.3.31) は Seki [Se4] で再証明されているほか, 多重ゼータ値の変種に対する応用も Seki–Yamamoto [SY2] (q-多重
調和和の双対性), Hirose–Sato–Seki [HSS] (q-多重ゼータ値の二重 Ohno 関係式), Yamamoto [Y5] (一変数多重ポリロ
グ関数の双対性), Murahara–Onozuka [MOnoz2] (パラメータ付き Ohno 関係式), Kawamura–Measaka–Seki [KMS]
(多変数多重ポリログ関数の fundamental identity) でなされている.
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2.3.2. 和公式. 後々のために, Bernoulli 数 Bn (n ≥ 1) を
x

1− e−x
=

∞∑
n=0

Bn
xn

n!

によって定義しておく7. 3 以上の奇数 n に対し Bn = 0 となることに注意する.

命題 2.3.5 (Faulhaber の公式). 正整数 n, k に対し
n∑

i=1

ik =
1

k + 1

k∑
j=0

(
k + 1

j

)
Bjn

k+1−j

が成り立つ.

§1 で述べたように, I0(k, r) とは重さ k, 深さ r の許容インデックス全体の集合である.

定理 2.3.6 (和公式; Granville [Gr, Proposition], Zagier [AK, p. 18], Ochiai [AK, p. 19]). 正整数 k, r (k > r) に対し∑
k∈I0(k,r)

ζ(k) = ζ(k)

が成り立つ.

和公式には様々な変種がある. 以下の二つは “Kaneko–Sakata sum formula” と呼ばれる8系列の定理であり, 高さ
を固定した和が特徴である.

定理 2.3.7 (Murahara–Sakata [MS, Theorem 1.2]). インデックス k = (k1, . . . , kr) と整数 h ≥ r に対し∑
(l1,...,lr)∈I(h,r)

ζ({1}l1−1, k1 + 1, . . . , {1}lr−1, kr + 1) =

h∑
i=0

∑
l∈Zi

≥1

k⪯l

∑
h∈I(h,i)

(−1)i−rζ(l⊕ h)

が成り立つ.

系 2.3.8 (Kaneko–Sakata [KS, Theorem 1.1]). 正整数 k, r に対し

ζ({1}r−1, k + 1) =

min{r,k}∑
j=1

(−1)j−1
∑

k∈I(k,j)
l∈I(r,j)

ζ(k⊕ l)

が成り立つ.

次に述べるのは制限付き和公式 (restricted sum formula), 重み付き和公式 (weighted sum formula) と呼ばれる関
係式たちである. 同じ名称で様々な定理が知られている.

定理 2.3.9 (一般化制限付き和公式; Murahara–Murakami [MM, Theorem 1.1], Eie [Ei, Theorem 3.4.1]). インデッ
クス k = (k1, . . . , kr) と非負整数 h に対し∑

l=(l1,...,lr)∈I(r+h,r)

r∑
i=1

∑
hi∈I(ki+li−1,li)

ζ(h1, . . . ,hr−1, (hr)↑)

=

h∑
i=0

∑
e=(e1,...,er−1)∈Zr−1

≥0

wt(e)=h−i

∑
f∈Zh+r−i

≥0

wt(f)=i

ζ((k1, {1}e1 , . . . , kr−1, {1}er−1 , kr + 1)⊕ f)

が成り立つ.

7よく知られているように, Bernoulli 数の定義には B1 の符号の取り方のみで区別される二種類の流儀がある. 本稿では B1 = 1/2 を用いた
が, とくにこだわりのあるチョイスという訳ではない: 多重 Bernoulli 数の文脈などになるとこの違いに基づく現象もいくつかあるが, 現状本稿に
おける記述で B1 の正負が本質的な問題になることはない.

8名称は Hirose [Hi2] による.
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系 2.3.10 (Eie–Liaw–Ong [ELO1, Main Theorem]). 非負整数 h と正整数 k, r (k > r) に対し∑
k∈I0(k,r)

ζ({1}h,k) =
∑

k=(k1,...,kr)∈I(k+h,h+1)
kr>k−r

ζ(k)

が成り立つ.

定理 2.3.11 (Gangl–Kaneko–Zagier [GKZ, Theorem 1]). 整数 N ≥ 2 に対し
N−1∑
i=1

ζ(2i, 2N − 2i) =
3

4
ζ(2N),

N−1∑
i=1

ζ(2i− 1, 2N − 2i+ 1) =
1

4
ζ(2N)

が成り立つ.

定理 2.3.12 (Machide [Mac1, Theorem 1.1]). 正整数 N に対し
N∑
i=1

ζ(6i− 2, 6N − 6i+ 4) =
1

6
ζ(6N + 2)− 1

3

3N∑
i=1

ζ(2i− 1, 6N − 2i+ 3),

N∑
i=1

ζ(6i− 5, 6N − 6i+ 4) =
1

6
ζ(6N − 1)− 1

3

3N∑
i=1

ζ(2i− 1, 6N − 2i),

N∑
i=1

(ζ(6i− 3, 6N − 6i+ 3)− ζ(6i− 4, 6N − 6i+ 4)− ζ(6i− 5, 6N − 6i+ 5))

=
1

3

3N−1∑
i=1

ζ(2i− 1, 6N − 2i+ 1),

N∑
i=1

(ζ(6i− 2, 6N − 6i+ 3) + ζ(6i− 3, 6N − 6i+ 4)− ζ(6i− 4, 6N − 6i+ 5)),

=
1

3

3N∑
i=1

ζ(2i− 1, 6N − 2i+ 2),

N−1∑
i=1

(ζ(6i, 6N − 6i− 3)− ζ(6i− 1, 6N − 6i− 2)− ζ(6i− 2, 6N − 6i− 1))

=
1

3

3N−3∑
i=1

ζ(2i, 6N − 2i− 3),

N−1∑
i=1

(ζ(6i+ 1, 6N − 6i− 3) + ζ(6i, 6N − 6i− 2)− ζ(6i− 1, 6N − 6i− 1))

=
1

3

3N−2∑
i=1

ζ(2i, 6N − 2i− 2)

が成り立つ.

定理 2.3.13 (Komori–Matsumoto–Tsumura [KMT2, Theorem 7.1], Chen–Chung–Eie [CCE, Theorem A], Li–Qin
[LQ2, Theorem 3.26]). 正整数 k, r, a (k ≥ r, a ≥ 2) に対し∑

k=(k1,...,kr)∈I0(k,r)

ζ(ak1, . . . , akr) =

k−r∑
i=0

(−1)i
(
r + i

r

)
ζ({a}i)ζ⋆({a}r−i)

が成り立つ.

系 2.3.14 (Hoffman [Ho5, Theorem 1]). 正整数 k, r (k ≥ r ≥ 1) に対し∑
(k1,...,kr)∈I(k,r)

ζ(2k1, . . . , 2kr) =
1

22(r−1)

(
2r − 1

r

)
ζ(2k)
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−
⌊(r−1)/2⌋∑

i=1

1

22r−3(2i+ 1)B2i

(
2r − 2i− 1

r

)
ζ(2i)ζ(2k − 2i).

が成り立つ.

系 2.3.15 (Yuan–Zhao [YZ, Theorem 1.1]). 正整数 k, r (k ≥ r ≥ 3) に対し
∑

(k1,...,kr)∈I(k,r)

ζ(4k1, . . . , 4kr) =

⌊(r−1)/2⌋∑
i=0

2i+1∑
j=0

(−1)⌊i/2⌋+j+r2i+2

(2i+ 1)!

(
2i+ 1

j

)(
(j − 2)/4

r

)
ζ(4k − 2i)π2i

+

⌊(r−2)/4⌋∑
i=0

4i+2∑
j=0

(−1)k+j+r22i+4

(4i+ 2)!

(
4i+ 2

j

)(
(j − 2)/4

r

)

·

(
k−i−1∑
u=0

ζ(4u)ζ(4k − 4i− 4u)− (k − 1)ζ(4k)− 7

4
ζ(4k − 4i)

)
π4i

が成り立つ.

定理 2.3.16 (Nakamura [N, Theorem 1.1, Theorem 1.2]). 正整数 N ≥ 2 に対し
N−1∑
i=1

(4i + 4N−i)ζ(2i, 2N − 2i) =

(
N +

3

4
+

2

3
4N−1

)
ζ(2N)

が成り立ち, N ≥ 4 なら
N−2∑
i=2

(2i− 1)(2N − 2i− 1)ζ(2i, 2N − 2i) =
3

4
(N − 3)ζ(2N)

が成り立つ.

定理 2.3.17 (Guo–Xie [GX, Theorem 1.1]). インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し

D(k) := 2kr−1 + (2kr−1 − 1)

r−2∑
i=0

2δi,0+wt(k[i])−kr−r+i+1

とおく. このとき正整数 k, r (k > r ≥ 2) に対し∑
k=(k1,...,kr)∈I0(k,r)

D(k2, . . . , kr)ζ(k) = kζ(k)

が成り立つ.

定理 2.3.18 (Eie–Liaw–Ong [ELO2, Main Theorem]). 正整数 k, r (k ≥ 2r) に対し∑
k=(k1,...,k2r)∈I(k,2r)

r∑
j=1

2k2jζ(k↑) =
1

2
(k + 2r)ζ(k + 1)

が成り立つ.

系 2.3.19 (Ohno–Zudilin [OZu, Theorem 3]). 整数 k ≥ 3 に対し
k−2∑
i=1

2k−iζ(i, k − i) = (k + 1)ζ(k)

が成り立つ.

また,記述量が膨大になるので詳細は述べないが, Kadota [Kad]では Eie–Liaw–Ongの重み付き和公式 (定理 2.3.18)
のパラメータ付き一般化がなされている.
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2.3.3. Ohno 関係式. 双対性 (定理 2.3.3) と和公式 (定理 2.3.6) を同時に含む一般化を Ohno [Oh] が発見している.
非負整数 h と許容インデックス k に対し大野和 (Ohno sum) を

Oh(k) =
∑

e∈Zdep(k)
≥0

wt(e)=h

ζ(k⊕ e)

と定める.

定理 2.3.20 (Ohno 関係式; Ohno [Oh, Theorem 1]). 非負整数 h と許容インデックス k に対し
Oh(k) = Oh(k

†)

が成り立つ.

注意 2.3.21. Ohno 関係式において h = 0 とおくと双対関係式が得られ, h = k − r − 1, k = ({1}r−1, 2) とおくと和
公式が得られる. また, h = 1 のケースに双対性を適用した等式

r∑
i=1

ζ(k[i−1], ki + 1,k[i]) =

r∑
i=1

ki−2∑
j=0

ζ(k[i−1], j + 1, ki − j,k[i])

は Ohno 関係式以前9に Hoffman [Ho1, Theorem 5.1] によって得られており, Hoffman 関係式と呼ばれる.

注意 2.3.22. 非負整数 h に対し Q 線型写像 σh : H
0 → H0 を

σh(zk) =
∑

e∈Zdep(k)
≥0

wt(e)=h

zk⊕e

とおくとこれは Ohno 和に対応する写像となり (i.e., σh(zk) = Oh(k)), ゆえに Ohno 関係式は任意の非負整数 h と
w ∈ H0 に対し

Z(σh(τ(w))) = Z(σh(w))

が成り立つことと同値になる.

インデックス k = (k1, . . . , kr) を
k = (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

k1

, . . . , 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
kr

)

と表示したときにコンマ ‘,’ とプラス ‘+’ を入れ替えて得られるインデックスを k の Hoffman 双対インデックス
(Hoffman dual index ) といい, k∨ で表す. Hoffman 代数の言葉で述べれば, ei 7→ e1−i で定まる H の自己同型を τ̃ と
書けば

zk∨ = e1τ̃(e
k1−1
0 e1 · · · e1ekr−1

0 )

で特徴づけられるインデックス k∨ が k の Hoffman 双対インデックスである. 便宜上 ∅∨ := ∅ としておく.

定理 2.3.23 (Ohno 型関係式; Horikawa–Murahara–Oyama [HoMuOy, Theorem 2.5]). インデックス k に対し
r = dep(k), s = dep(k∨) とおくと, 非負整数 h に対し∑

e∈Zr
≥0

wt(e)=h

ζ((k⊕ e)↑) =
∑

e∈Zs
≥0

wt(e)=h

ζ(((k∨ ⊕ e)∨)↑)

が成り立つ.

許容インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し

Ot(k) :=
∑

0<n1<···<nr

r∏
i=1

1

(ni − t)nki−1
i

∈ R[[t]]

とおく. また, インデックスの成分単位のシャッフル積を x̃ と書く: つまり w,w′ ∈ H1 と正整数 k, l に対し
w x̃ 1 = 1 x̃ w = w,

wzk x̃ w′zl = (wzk x̃ w′)zl + (w x̃ w′zl)zk

9Ohno 関係式どころか双対性よりも前であるが, 同論文では双対性が “duality conjecture” として明示的な形で予想が記載されている.
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として H1 上に Q 双線型な積 x̃ を入れ, word とインデックスの対応によって x̃ を R0 上の積だと思うことにする.
許容インデックス k と整数 N ≥ 2 に対し

F (N ;k) := Ot((N) x̃ k)−Ot((N) x̃ k†)

とおく.

定理 2.3.24 (Murahara [Murah3, Theorem 1.4]). 整数 M,N ≥ 0, l ≥ 0 に対し
F (M ; (N + 1) x̃ {2}l) = F (N ; (M + 1) x̃ {2}l)

が成り立つ.

定理 2.3.25 (二重 Ohno 関係式; Hirose–Murahara–Onozuka–Sato [HMOS, Theorem 1.4]). 非負整数 k1, n1, . . .,
n2k1+1 に対し

k = ({2}n1 , 1, {2}n2 , 3, . . . , {2}n2k1−1 , 1, {2}n2k1 , 3, {2}n2k1+1)

とおき, r = dep(k), s = wt(k)− r(= wt(k†)) と書く. このとき非負整数 h1, h2 に対し∑
e∈Zr

≥0

wt(e)=h1

f∈Zr
≥0

wt(f)=h2

ζ(k⊕ e⊕ f) =
∑

e∈Zs
≥0

wt(e)=h1

f∈Zs
≥0

wt(f)=h2

ζ(k† ⊕ e⊕ f)

が成り立つ.

H[[λ]] の部分環 A を e0, e1, λ, (1 + e1e0λ)
−1 で生成されるものとし, A 上の反自己同型 τλ を

e0 7→ (1 + e1e0λ)
−1e1, e1 7→ e0(1 + e1e0λ), λ 7→ λ

により定める. また, 許容インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し

Oξ,η(zk) :=
∑

0<n1<···<nr

r∏
i=1

1

(ni − ξ)(ni − η)nki−2
i

とおくことで Q 線型写像 O : H0 \Q→ R[[s, t]] を定め, A の元 w =
∑

n≥0 w
n
λ に対し

O(e1we0) :=
∑
n≥0

O(e1wne0)ξ
nηn

とする.

定理 2.3.26 (Extended double Ohno relation; Hirose–Sato–Seki [HSS, Theorem 1.2]). 任意の w ∈ A に対し
O(e1we0) = O(e1τλ(w)e0) が成り立つ.

2.3.4. 導分関係式. ここで “導分” という言葉を簡単に復習しておく. Q 代数 R の導分とは Q 線型写像 d : R→ R で
あって, 任意の w, w′ ∈ R に対し

d(ww′) = d(w)w′ + wd(w′)

を満たすものである. さて正整数 h に対し H 上の導分 ∂h を ei 7→ (−1)ie1(e0 + e1)
h−1e0 (i ∈ {0, 1}) から定めると,

次の定理が成り立つ.

定理 2.3.27 (導分関係式; Ihara–Kaneko–Zagier [IKZ, Corollary 6]). 任意のW ∈ H0と正整数 hに対し Z(∂h(W )) = 0
である.

注意 2.3.28. Ohno 関係式に双対性を適用した等式∑
e∈Zdep(k)

≥0

wt(e)=h

ζ(k⊕ e) =
∑

e∈Zdep(k†)
≥0

wt(e)=h

ζ((k† ⊕ e)†)

はときどき弱 Ohno関係式 (weak Ohno relation)と呼ばれることがあるが, 導分関係式と弱 Ohno関係式は同値である
ことが Ihara–Kaneko–Zagier [IKZ, Theorem 3 (iii)] で示されている. また, Horikawa–Murahara–Oyama [HoMuOy,
Theorem 2.6]によって,これらとOhno型関係式 (定理 2.3.23)が同値であることもわかっている. Murahara–Murakami
[MM, Theorem 3.3] は Ohno 型関係式と一般化制限付き和公式 (定理 2.3.9) が同値であることを示しているが, これの
部分的な結果が Tanaka [Tan3, Theorem 2.1] によって先立って示されている: 定理 2.3.9 の系である Eie–Liaw–Ong
の制限付き和公式 (系 2.3.10) は導分関係式に含まれている.
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有理数 c に依存した Q 線型写像 θ : H→ H を w, w′ ∈ H に対し
θ(e0) = e0(e0 + e1), θ(e1) = e1(e0 + e1),

θ(ww′) = θ(w)w′ + wθ(w′) + wt(w)cw∂1(w
′)

によって定める10. また, ad(θ) を随伴作用素 ∂ 7→ θ∂−∂θ とし, 正整数 h と有理数 c に対し Q 線型写像 ∂
(c)
h : H→ H

を
∂
(c)
h :=

1

(h− 1)!
ad(θ)h−1(∂1)

と定める.

定理 2.3.29 (一般導分関係式; Tanaka [Tan2, Theorem 1.3]). 任意の w ∈ H0 と正整数 h,有理数 cに対し Z(∂
(c)
h (w)) =

0 が成り立つ.

Kaneko–Murahara–Murakami [KMM] によって, quasi-derivation operator ∂
(c)
h の異なった解釈が与えられている:

H 上の自己同型 ϕ を e0 7→ e0 + e1 と e1 7→ −e1 から定め, w, w′ ∈ H に対し w �w′ := ϕ(ϕ(w) ∗ ϕ(w′)) とおく. また,

有理数 c ごとに決まる写像 θ̃ = θ̃(c) : H→ H を w ∈ H に対し
θ̃(w) := θ(w) + wt(w)cwe1

で定め, 正整数 h に対し
q
(c)
h :=

1

(h− 1)!
θ̃h−1(e1)

とおく.

定理 2.3.30 (Kaneko–Murahara–Murakami [KMM, Theorem 2.2]). 任意の w ∈ H と正整数 h, 有理数 c に対し
∂(c)n (we0) = (w � q(c)h )e0

が成り立つ.

2.3.5. 巡回和公式.

定理 2.3.31 (巡回和公式; Hoffman–Ohno [HO, Cyclic sum theorem]). インデックス k = (k1, . . . , kr) が 1 でない成
分を持つとき

r∑
i=1

ki−2∑
j=0

ζ(j + 1,k[i],k[i−1], ki − j) =
r∑

i=1

ζ(k[i],k[i−1], ki + 1)

が成り立つ.

巡回和公式は Hoffman 関係式 (注意 2.3.21) とよく似た見た目であるが, Hoffman 関係式が導分関係式 (と同値な
弱 Ohno 関係式) の h = 1 のケースであったように, 巡回和公式も “巡回導分” による関係式の h = 1 のケースであ
るとみなすことができる. H の部分集合を定義域に持つ写像 f に対し f := τ ◦ f ◦ τ とおく (τ は注意 2.3.2 で定義し
た反自己同型).

定義 2.3.32 (巡回導分; Rota–Sagan–Stein [RSS]). 体 K と K 代数 R に対し, R 上の巡回導分 (cyclic derivation)
とは, K 線型写像 ψ : R→ EndR であって w, w1, w2 ∈ R に対し

ψ(w1w2)(w) = ψ(w1)(w2w) + ψ(w2)(ww1)

を満たすものである.

H 上の巡回導分 C を C(e0)(w) = 0, C(e1)(w) = e1we0 (w ∈ H) で定めると, 簡単な計算により巡回和公式は
Z(C(w)(1)) = Z(C(w)(1)) (w ∈ Ȟ1)

と書ける. ここで
Ȟ1 := spanQ{zk | k ∈ I0, k 6= {1}dep(k)}

とおいた. 注意 2.3.22 より Hoffman 関係式は
Z(σ1(w)) = Z(σ1(w)) (w ∈ H0)

10Kaneko–Murahara–Murakami [KMM, Remark 1.2 (1)] に注意があるが, Tanaka の原論文では θ の定義の見た目が異なっている.
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と書けることを思い出すとこれらの類似性が見て取れる. Tanaka–Wakabayashi [TW1] がこの観点から巡回和公式を
一般化している: 正整数 h に対し, H の H⊗(h+1) への作用11 � を

w � (w1 ⊗ · · · ⊗ wh+1) = w1 ⊗ · · · ⊗ wh ⊗ wwh+1,

(w1 ⊗ · · · ⊗ wh+1)� w = w1w ⊗ w2 · · · ⊗ wh+1

で定め (w, w1, . . . , wh+1 ∈ H), Q 線型写像 Ch : H→ Hh+1 を
e0 7→ e1 ⊗ (e0 + e1)

⊗(h−1) ⊗ e0, e1 7→ −e1 ⊗ (e0 + e1)
⊗(h−1) ⊗ e0,

Ch(WW ′) = C(W )�W ′ +W � Ch(W ′)

で定める. Ch(W ) のテンソル積を通常の積に差し替えたものを ρh(W ) と書く. 導分関係式の類似性に注意せよ: もし
� の定義が

(w,w1 ⊗ · · · ⊗ wh+1) 7→ ww1 ⊗ w2 ⊗ · · · ⊗ wh+1,

(w1 ⊗ · · · ⊗ wh+1, w) 7→ w1 ⊗ · · · ⊗ wh ⊗ wh+1W

であったならば, ρh とは導分 ∂h そのものである.

命題 2.3.33 (Tanaka–Wakabayashi [TW1, Proposition 2.2]). 任意の w ∈ H に対し ρ1(w) = C(w)(1)− C(w)(1) が
成り立つ.

定理 2.3.34 (Tanaka–Wakabayashi [TW1, Theorem 2.1]). 任意の w ∈ Ȟ1 と正整数 h に対し Z(ρn(w)) = 0 が成り
立つ.

命題 2.3.33 より, 定理 2.3.34 は巡回和公式の一般化である.

2.3.6. 複シャッフル関係式. 多重ゼータ値の級数による定義と調和積の定義より調和関係式 (harmonic relation, stuffle
relation) が得られる.

定理 2.3.35 (調和関係式; Hoffman [Ho1, Theorem 4.2]). 写像 Z は調和積に関する準同型である: 即ち許容インデッ
クス k, l に対し

ζ(k ∗ l) = ζ(k)ζ(l)

が成り立つ.

注意 2.3.36. より一般に, 正整数 N とインデックス k = (k1, . . . , kr) に対し多重調和和 (multiple harmonic sum) を

ζ<M (k) :=
∑

0<n1<···<nr<M

1

nk1
1 · · ·n

kr
r

で定めると, これに対して調和関係式
ζ<M (k ∗ l) = ζ<M (k)ζ<M (l)

が成り立つ. 双方のインデックスが許容的なときに極限 M →∞ を計算すれば定理 2.3.35 を得る.

調和関係式と同様, 多重ゼータ値の反復積分表示 (定理 2.2.1) とシャッフル積の定義からシャッフル関係式が得られ
る. なお, 前述したように Seki [Se4] には連結和法を用いた証明があるほか, Komori–Matsumoto–Tsumura [KMT1]
や Goncharov [Go1] でも級数変形による別証明が与えられている.

定理 2.3.37 (シャッフル関係式). 写像 Z はシャッフル積に関する準同型である: 即ち許容インデックス k, l に対し
ζ(kx l) = ζ(k)ζ(l)

が成り立つ.

注意 2.3.38. より一般に, |z| < 1とインデックス k = (k1, . . . , kr)に対し多重ポリログ関数 (multiple polylogarithm)を

Lik(z) :=
∑

0<n1<···<nr

znr

nk1
1 · · ·n

kr
r

で定めると, 定理 2.2.1 と同様にして反復積分表示
Lik(z) = (−1)dep(k)I(0; 1, {0}k1−1, . . . , 1, {0}kr−1; z)

11原論文では ⋄ という記号が用いられているが, 定理 2.3.30 で用いた積と重複するので変更した.
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が得られるので, これに対してシャッフル関係式
Likxl(z) = Lik(z)Lil(z)

が成り立つ. 調和関係式と同様, 双方のインデックスが許容的なときに極限 z → 1 を計算すれば定理 2.3.37 を得る.

調和関係式とシャッフル関係式を等置することで多重ゼータ値の線型関係式が得られる. これを複シャッフル関係
式 (double shuffle relation) と呼ぶ.

定理 2.3.39 (複シャッフル関係式). 許容インデックス k, l に対し
ζ(k ∗ l) = ζ(kx l)

が成り立つ.

2.3.7. 正規化. 複シャッフル関係式は数多くの関係式を提供するが,たとえば双対関係式において k = (3)として得られ
る ζ(3) = ζ(1, 2)という関係式は複シャッフルからは得られない. この問題を克服するために “正規化” (regularization)
という手続きが Ihara–Kaneko–Zagier [IKZ] によって導入された. ここではそれを解説する. 以後, 断りなく • と書
けば ∗ と x のいずれかを意味するものとする.

定義 2.3.40 (正規化多項式; Ihara–Kaneko–Zagier [IKZ, Proposition 1]). 命題 1.3.4, 命題 1.4.4 によって任意のイン
デックス k に対しある非負整数12 n と H0 の元 w•i が一意的に存在し

zk =

n∑
i=0

w•i • e•i1

となる. これを用いて
ζ•(k;T ) :=

n∑
i=0

Z(w•i )T
i ∈ Z[T ]

とし, • に応じて調和正規化多項式 (harmonic-regularized polynomial) またはシャッフル正規化多項式 (shuffle-
regularized polynomial) と呼ぶ. T = 0 のときしばしば ζ•(k) と書き, (調和/シャッフル) 正規化多重ゼータ値
(regularized multiple zeta value) と呼ぶ.

evaluation mapの拡張として, H1 の元に対し正規化多項式を割り当てる Q線型写像を Z•T (zk) := ζ•(k;T ) (k ∈ I0)
と定めておく. このとき Z•T は • に関する準同型となる: 言い換えれば任意のインデックス k, l に対し

ζ•(k • l;T ) = ζ•(k;T )ζ•(l;T )

が成り立つ. また, 定義より正規化多重ゼータ値は ζ•(k) = (Z ◦ reg•)(zk) (k ∈ I0) と書ける. 以下二つの命題は, 正
規化多項式が多重調和和と多重ポリログ関数の漸近挙動を記述するものであることを主張する.

定理 2.3.41 (Ihara–Kaneko–Zagier [IKZ]). 任意のインデックス k に対しある J > 0 があり
ζ<M (k) = ζ∗(k; logM + γ) +O(M−1 logJ M) (M →∞)

が成り立つ. ここで γ は Euler 定数
γ = lim

M→∞
(ζ<M (1)− logM)

である. また, これは調和正規化多項式を特徴づける.

定理 2.3.42 (Ihara–Kaneko–Zagier [IKZ]). 任意のインデックス k に対しある J > 0 があり
Lik(z) = ζx(k;− log(1− z)) +O((1− z) logJ(1− z)) (z → 1)

が成り立つ. また, これはシャッフル正規化多項式を特徴づける.

注意 2.3.43. 注意 2.3.38 より, 定理 2.3.42 は多重ポリログ Lik(z) の発散に関する定理ということに他ならない: 即
ちシャッフル正規化多項式は H1 の word w = ea1

· · · ean
(a1, . . . , an ∈ {0, 1}, a1 = 1) に対し

lim
z→1

(Zx
− log(1−z)(w)− (−1)a1+···+anI(0; a1, . . . , an; z)) = 0

を満たすような多項式 Zx
T (W ) のことであると考えることができる. 一方で, より一般に a1 = 1 とは限らない H の

word w = ea1
· · · ean

に対し
lim

(z,z′)→(0,1)
(Zx
− log z,− log(1−z′)(w)− (−1)a1+···+anI(z; a1, . . . , an; z

′)) = 0

12この値はまさに正規化多項式の次数であるが, 実際は k の後ろに並ぶ 1 の個数に一致する.
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を満たすような二変数多項式 Zx
S,T (w) も考えることができる. これもシャッフル正規化多項式の仲間に入れることに

すると一部の理論が上手くいくことが知られており, たとえば KZ 結合子 (§2.5.5) の係数はこの形の正規化まで含め
て考えることで統一的に記述できる13.

ここから正規化理論の要である “正規化定理” について述べる14. さて R-線型写像 ρ : R[T ]→ R[T ] を

exp(TX)Γ0(−X) =

∞∑
n=0

ρ(Tn)
Xn

n!

によって定める. ここで Γ0 は形式的冪級数

Γ0(X) = exp

( ∞∑
k=2

ζ(k)

k
Xk

)
である15. なお ρ は可逆であり, 逆写像は

exp(TX)Γ0(−X)−1 =

∞∑
n=0

ρ−1(Tn)
Xn

n!

で与えられる.

定理 2.3.44 (正規化定理; Ihara–Kaneko–Zagier [IKZ, Theorme 1]). インデックス k に対し
ζx(k;T ) = ρ(ζ∗(k;T ))

が成り立つ.

正規化多項式が満たす積構造 ζ•(k • l;T ) = ζ•(k;T )ζ•(l;T ) に正規化定理を適用することで, 複シャッフル関係
式 (系 2.3.39) と似た形の関係式を得ることができる. これを正規化複シャッフル関係式 (regularized double shuffle
relation, RDS relation) と呼ぶ16.

定理 2.3.45 (正規化複シャッフル関係式; Ihara–Kaneko–Zagier [IKZ, Theorem 2]). 任意のインデックス k と許容イ
ンデックス l に対し

ζ•(k ∗ l;T ) = ζ•(kx l;T )

が成り立つ.

Proof. l が許容的であることから, 正規化定理 (定理 2.3.44) によって
ζx(kx l;T ) = ζx(k;T )ζ(l) = ρ(ζ∗(k;T )ζ(l)) = ρ(ζ∗(k ∗ l;T ))

となる. この右辺に正規化定理を額面通りに用いれば ζx(kx l;T ) = ζx(k ∗ l;T ) となって定理の • = x の場合が証
明でき, 両辺に ρ−1 を適用すれば • = ∗ の場合もわかる. □

予想 2.3.46 (Ihara–Kaneko–Zagier [IKZ, Conjecture 1]). 多重ゼータ値間に成り立つすべての Q 線型関係式は正規
化複シャッフル関係式から導かれるであろう.

有限複シャッフル関係式を仮定したとき, 正規化定理, 正規化複シャッフル関係式, 導分関係式はそれぞれ同値であ
る ([IKZ, Theorem 2, Theorem 3]) からこの予想は “有限複シャッフル関係式と正規化定理” などとしても同じであ
る (これをもって RDS と呼ぶ流儀もある). なお, 正規化複シャッフル関係式が双対関係式を含んでいるかどうかは有
名な未解決問題である.

命題 2.3.47 (Ihara–Kaneko–Zagier [IKZ, Proposition 10]). 任意の許容インデックス k と正整数 n に対し

ζ•(k, {1}n;T ) =
n∑

i=0

ζ•(k, {1}n−i)T
i

i!

が成り立つ.

13しかしながら正規化の原典である [IKZ] にはこの定義は見つけられなかった. Gil–Fresán のサーベイ [GF, Definition 1.172] と Hirose–

Murahara–Saito [HMS4] には該当する定義がある.
14正規化定理という訳語は Hirose–Murahara–Saito [HMS2] や Kaneko–Xu–Yamamoto [KXY] の用いている “regularization theorem”

の訳語である. 有名な教科書 [AK] や金子氏の報告記事 [Kan1] は “正規化の基本定理” と呼んでいる.
15Γ という記号を用いたが, 実際に然るべき範囲ではガンマ関数と本質的に一致する Γ0(X) = exp(−γX)Γ(1−X) ことがわかる.
16Extended double shuffle relation (EDS relation) と呼ぶ流儀もある.
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Proof. 命題 1.3.4 (resp. 命題 1.4.4) に写像 Z∗ (resp. Zx) を適用すればわかる. □

定理 2.3.48 (シャッフル正規化和公式; Kaneko–Sakata [KS, Theorem 1.2]). 正整数 k, r に対し∑
k∈I(k+r,r)

ζx(k) = (−1)r−1ζ({1}r−1, k + 1)

が成り立つ.

Proof. 命題 1.4.5 の両辺に Z を適用すればよい17. □

調和正規化多重ゼータ値は定義より調和関係式を満たすため, 命題 1.3.8 より対称和公式∑
σ∈Sr

ζ∗(kσ(1), . . . , kσ(r)) =
∑

B1,...,Bl

(−1)r−l
l∏

i=1

(|Bi| − 1)!ζ∗

∑
j∈Bi

kj


を満たす (B1, . . . , Bl は {1, . . . , r} の分割を渡る.). 一方で, 一般には調和関係式を満たさない ζx に対しても Machide
が対称和公式の類似物を発見している.

定理 2.3.49 (Machide [Mac2, Theorem 1.2]). インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し∑
σ∈Sr

ζx(kσ(1), . . . , kσ(r)) =
∑

B1,...,Bl

(−1)r−l
l∏

i=1

χ(k;Bi)(|Bi| − 1)!ζx

∑
j∈Bi

kj


が成り立つ. ここで B1, . . . , Bl は {1, . . . , r} の分割全体を渡り,

χ(k;Bi) :=

{
0 (|Bi| > 1, j ∈ Bi =⇒ kj = 1)

1 (otherwise)

とおいた.

命題 2.3.42で述べたように,シャッフル正規化多項式は多重ポリログ関数 Lik(z)の発散の度合いを記述するものであ
る. Li [L1] の結果では, この漸近挙動の主要項だけでなく z → 1 で消える項まで考察している. Ihara–Kaneko–Zagier
の正規化とは異なり, 高次の係数まで含めて考えることで “調和積を持ち出すことなく” 多重ゼータ値間の線型関係式
が得られることは注目に値するように思える.

定理 2.3.50 (Li [L1, Theorem 1.1, Theorem 1.2]). インデックス kと非負整数 iによって決まる多項式 P
(i)
k (T ) ∈ Z[T ]

であって |z| < 1 において
Lik(z) =

∞∑
i=0

P
(i)
k (− log(1− z))(1− z)i

が成り立つものが存在し, 冪級数
Lik(z;T ) :=

∞∑
i=0

P
(i)
k (T )(1− z)i

は任意のインデックス k, l に対しシャッフル関係式
Likxl(z;T ) = Lik(z;T )Lil(z;T )

を満たす.

また, 最近 Hirose–Murahara–Saito [HMS4] によって Ohno 関係式のシャッフル正規化多項式への一般化が得られ
ている. 準同型 Y t : H→ H[[t]] を

Y t(e0) = e0, Y t(e1) = e1(1− e0t)−1

と定め, Z を t 冪ごとに作用する H0[[t]] 上の Q 線型写像と思うことにすると, Ohno 関係式は Z ◦ Y t ◦ τ = Z ◦ Y t と
同値であることに注意する18. さて R 係数多項式 c(m,n; t) (m,n ≥ 0) を

Γ0(−A)Γ0(t−B)

Γ0(−B)Γ0(t−A)
=
∑

m,n≥0

c(m,n; t)AmBn

17[KS] の証明はこれとは異なり, Hoffman 代数を経由することなく多重ゼータ関数を用いた正規化によって証明している.
18定理 2.3.26 を述べるのに導入した母関数 Os,t を使えば Z ◦ Y t = O0,t に他ならない.
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で定め, これによって R 線型写像 ρt : R[S, T ]→ R[S, T ] を

ρt(SmTn) :=
∑

0≤i≤m
0≤j≤n

c(i, j; t)
m!n!

i!j!
SiT j

から定義する.

定理 2.3.51 (Hirose–Murahara–Saito [HMS4, Theorem 3]). 等式 Zx
T,S ◦ Y t ◦ τ = ρt ◦Zx

S,T ◦ Y t が成り立つ. ここで
Zx
S,T は注意 2.3.43 で導入した二変数シャッフル正規化多項式である.

2.3.8. その他の関係式.

定理 2.3.52 (Euler). 正整数 k に対し
ζ(2k) =

(−1)k+1(2π)2kB2k

2(2k)!

が成り立つ. ここで B2k は Bernoulli 数である.

定理 2.3.53 (Li–Qin [LQ2, Theorem 3.15 (3.26)]). 正整数 k, r に対し

ζ({2k}r) = (−1)rk+r
∑

n1,...,nk≥0
n1+···+nk=rk

 k∏
j=1

exp(2πijnj/k)

(2ni + 1)!

π2rk

が成り立つ19. とくに k = 1, k = 2 として

ζ({2}r) = π2r

(2r + 1)!
, ζ({4}r) = 22r+1π4r

(4r + 2)!

である20.

定理 2.3.54 (Ohno–Zagier [OZa, Theorem 1]). 冪級数の等式
∑

k,r,s≥0

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ(k)

xk−r−syr−szs−1 =
1

xy − z

(
1− Γ0(x)Γ0(y)

Γ0(α)Γ0(β)

)
が成り立つ. ここで α, β は

α+ β = x+ y, αβ = z

から決まる値である.

系 2.3.55 (Le–Murakami の関係式; Le–Murakami [LM1, (2)]). 正整数 k, s に対し
I0(k,−, s) := {k ∈ I ′0 | wt(k) = k, ht(k) = s}

とおくと 1 ≤ s ≤ k に対し ∑
k∈I0(2k,−,s)

(−1)dep(k)ζ(k) = (−1)k

(2k + 1)!

k−s∑
i=0

(
2k + 1

2i

)
(2− 22i)B2iπ

2k

が成り立つ.

定理 2.3.56 (Bowman–Bradley [BB1, Corollary 5.1]). 非負整数の組 (k1, k2) 6= 0 に対し∑
n1,...,n2k1+1≥0

n1+···+n2k1+1=k2

ζ({2}n1 , 1, {2}n2 , 3, . . . , {2}n2k1−1 , 1, {2}n2k1 , 3, {2}n2k1+1) =

(
2k1 + k2

k2

)
π4k1+2k2

(2k1 + 1)(4k1 + 2k2 + 1)!

が成り立つ.

19なお, 虚数単位を i で書いている. 本テキストでは i を添え字として用いることも多いが, 文脈から推察できると思われる.
20Bowman–Bradley [BB2] によれば, 後者の式は系 2.3.57 とともに Zagier [Za1] が予想し Broadhurst が解いたそうである.
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系 2.3.57 (Borwein–Bradley–Broadhurst–Lisoněk [BBBL, Theorem 1]). 正整数 r に対し

ζ({1, 3}r) = 2π4r

(4r + 2)!

が成り立つ.

定理 2.3.58 (Bowman–Bradley [BB2, Theorem 1]). 正整数 r に対し

ζ(3, {1, 3}r) =
r∑

i=0

(
−1

4

)i

ζ(4i+ 3)ζ({1, 3}r−i)

が成り立つ.

定理 2.3.59 (Bowman–Bradley [BB2, Theorem 2]). 正整数 r に対し

ζ({3, 1}r, 2) = 1

4r

r∑
i=0

(−1)iζ({4}r−i)

(4i+ 1)ζ(4i+ 2)− 4

i∑
j=1

ζ(4j − 1)ζ(4i− 4j + 3)


が成り立つ.

定理 2.3.60 (Zagier [Za2, Theorem 1]). 非負整数 k1, k2 に対し

ζ({2}k1 , 3, {2}k2) = 2

k1+k2+1∑
i=1

(−1)i
((

2i

2k1 + 2

)
−
(
1− 1

22i

)(
2i

2k2 + 1

))
ζ({2}k1+k2−i+1)ζ(2i+ 1)

が成り立つ.

注意 2.3.61. 定理 2.3.60 が正規化複シャッフル関係式 (定理 2.3.45) から従うかどうかは未解決問題である ([LQ2,
Conjecture 3.34]).

定理 2.3.62 (Zagier [Za2, Proposition 7]). 正の奇数 k と和が k になる正整数 k1, k2 (k2 ≥ 2) に対し

ζ(k1, k2) = (−1)k1

k−3
2∑

i=0

((
k − 2i− 1

k1 − 1

)
+

(
k − 2i− 1

k2 − 1

)
− δk2,2i + (−1)k1δi,0

)
ζ(2i)ζ(k − 2i)

が成り立つ. ここで ζ(0) = −1/2 であるとした.

定理 2.3.63 (Hirose–Sato [HS1, Theorem 1]). 非負整数 m, n, s に対し
ζ({2}m, 3, {2}n, 1, {2}s+1) = ζ({2}m+n+s+3) + ζ({2}s, 3, {2}m, 3, {2}n) + ζ({2}m, 3, {2}s, 3, {2}n)

が成り立つ.

予想 2.3.64 (Borwein–Bradley–Broadhurst [BBB, (18)]). 非負整数 k1, k2 に対し

ζ({{2}k1 , 1, {2}k1 , 3}k2 , {2}k1) =
π4k1k2+2k1+4k2

(2k2 + 1)(4k1k2 + 2k1 + 4k2 + 1)!

が成り立つ.

最後の予想は Hirose–Sato [HS3] が block shuffle identity というものの帰結として証明を宣言している (未出版).
0 と 1 を交互に並べた有限個の列を “ブロック” といい, その文字数を長さという. 長さ 0 のブロックは考えない

こととする. たとえば 01010 は長さ 5 のブロックである. 空でないインデックス k = (k1, . . . , kr) に対し 0 と 1 から
なる列 B(k) を次のように定める: W0 = 0 とし, 1 ≤ i ≤ r に対し Wi は長さ ki のブロックであり, Wi の先頭文字は
Wi−1 の末尾文字に等しい. このとき

B(k) :=W1 · · ·Wr

とする. たとえば B(2, 5, 3) = 0110101101 である. 重さと深さの偶奇が異なる空でない許容インデックス k に対し
B(k) の左端の 0 と右端の 1 を取り除き, i ∈ {0, 1} を ei に置き換えてできる word の Z による像を Ibl(k) と書く.
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予想 2.3.65 (Generalized cyclic insertion conjecture; Charlton [C1, Conjecture 6.3]). 重さ k と深さ r の偶奇が異
なる空でない許容インデックス k = (k1, . . . , kr) が条件

(1, 1) /∈ {(k1, k2), (k2, k3), . . . , (kr−1, kr), (kr, k1)}
を満たすとき

r∑
i=1

Ibl(k
[i],k[i]) =

{
(−1)k/2−1ζ({2}k/2−1) (k: 偶数)

0 (k: 奇数)

が成り立つであろう.

2.4. 多重ゼータスター値.

定義 2.4.1. 許容インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し
ζ⋆(k) :=

∑
0<n1≤···≤nr

1

nk1
1 · · ·n

kr
r

, ζ(∅) = 1

を多重ゼータスター値 (multiple zeta star value, MZSV ) と呼ぶ.

著者によっては non-strict multiple zeta value と呼ばれる場合がある. Q 線型写像 Z⋆ : H0 → R を Z⋆(zk) = ζ⋆(k)
(k ∈ I ′0) から定めると, 定義より Z⋆ = Z ◦ S1 となり (S1 については命題 1.3.5 の直前の記述を参照.), したがって

ζ⋆(k) =
∑
l⪯k

ζ(k)

が成り立つ. 逆に MZV を MZSV で表示することもできる: l が k の縮約インデックスであるとき k のコンマ ‘,’ を
いくつかプラス ‘+’ に変更して l が得られることになるが, この変更した個数を ι(k; l) と書くと

ζ(k) =
∑
l⪯k

(−1)ι(k;l)ζ⋆(l)

が成り立つ. 多重ゼータスター値にも多重ゼータ値で成り立つような関係式の類似がいくつか発見されている. 本小
節ではそれを述べる. なお, ほとんどの関係式は対応する多重ゼータ値の関係式と代数的に同値であることが簡単な計
算によりわかる.

2.4.1. 主要な関係式.

定理 2.4.2 (スター和公式). 正整数 k, r (k > r) に対し∑
k∈I0(k,r)

ζ⋆(k) =

(
k − 1

r − 1

)
ζ(k)

が成り立つ.

定理 2.4.3 (スター Ohno 型関係式; Hirose–Imatomi–Murahara–Saito [HIMS, Theorem 1.5]). 許容インデックス k
に対し r = dep(k), s = dep(k†) とおくと, 非負整数 h に対し∑

e∈Zr
≥0

wt(e)=h

b1(k; e)ζ
⋆(k⊕ e) =

∑
e∈Zs

≥0

wt(e)=h

ζ⋆((k† ⊕ e)†)

が成り立つ. ここで

b1(k1, . . . , kr; e1, . . . , er) =

r∏
i=1

(
ki + ei + δi,1 − 2

ei

)
,

(
n− 1

n

)
= δn,0

とおいた.

定理 2.4.4 (スター導分関係式; Li–Qin [LQ2, Theorem 2.5 (f)]). 正整数 h に対し Q 線型写像 ∂⋆h : H
1 → H1 を

∂⋆h(e0) = eh1e0, ∂⋆h(e1) = −eh1e0,

∂⋆h(WW ′) = ∂⋆h(W )W ′ +W (S̃−1 ◦ ∂h ◦ S̃)(W ′)

で定める21と, 任意の W ∈ H0 に対し Z⋆(∂h(W )) = 0 が成り立つ.

21二つ目の性質は “右 S̃ 導分である” といわれる. S̃ の定義は §1 を参照.
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系 2.4.5 (スター Hoffman 関係式; Muneta [Mun2, Theorem 3.2]). 許容インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し
r∑

i=1

(ki − 1 + δr,i)ζ(k[i−1], ki + 1,k[i]) =

r∑
i=1

ki−2∑
j=0

ζ(k[i−1], j + 1, ki − j,k[i])

が成り立つ.

定理 2.4.6 (スター巡回和公式; Ohno–Wakabayashi [OW, Theorem 1]). インデックス k = (k1, . . . , kr) が 1 でない
成分を持つとき

r∑
i=1

ki−2∑
j=0

ζ⋆(j + 1,k[i],k[i−1], ki − j) = kζ(k + 1)

が成り立つ.

2.4.2. 複シャッフル関係式. H1 上の Q 双線型な積 ∗ を次の規則で定める:

1 ∗ w = w ∗ 1 = w,

wzk ∗ w′zl = (wzk ∗ w′)zl + (w ∗ w′zl)wk + (w ∗ w′)zk+l.

ここで w,w′ は H1 の元, k, l は正整数とした. このとき ∗ は可換かつ結合的な積となり ([Mun2, Proposition 2.3]),
次が成り立つ.

命題 2.4.7 (Ihara–Kajikawa–Ohno–Okuda [IKOO, Theorem 1]). 任意の w, w′ ∈ H1 に対し
S1(w ∗ w′) = S1(w) ∗ S1(w′)

が成り立つ.

系 2.4.8 (スター調和関係式; Muneta [Mun2, Proposition 2.4]). 写像 Z⋆ は ∗ に関する準同型である: 即ち許容イン
デックス k, l に対し

ζ⋆(k ∗ l) = ζ⋆(k)ζ⋆(l)

が成り立つ.

同様の現象がシャッフル積に関しても成り立つ. H 上の Q 双線型な積 x を次の規則で定める:

1x w = w x 1 = w,

wei x w′ej = (wei x w′)ej + (w x w′ej)ei − δ1,w′weie1−j − δ1,ww′eje1−i.

ここで w, w′ は H の元, i, j ∈ {0, 1} とした. このとき x は可換かつ結合的な積となり ([Mun2, Proposition 2.6]),
次が成り立つ.

命題 2.4.9 (Muneta [Mun2, (2.5)]). 任意の W,W ′ ∈ H1 に対し
S1(W xW ′) = S1(W )x S1(W ′)

が成り立つ.

系 2.4.10 (スターシャッフル関係式; Muneta [Mun2, Proposition 2.7]). 写像 Z⋆ は x に関する準同型である: 即ち
許容インデックス k, l に対し

ζ⋆(kx l) = ζ⋆(k)ζ⋆(l)

が成り立つ.

2.4.3. 正規化. 多重ゼータスター値の正規化理論も Muneta [Mun2] により得られている. 話はほぼ多重ゼータ値と同
様に進む. 以後 • ∈ {∗,x} とし, • の入った代数 Hi を Hi

• と書く (i ∈ {0, 1}).

命題 2.4.11 (Muneta [Mun2, Lemma 2.10]). 同型 H1
• ' H0

•[e1] が成り立つ.

定義 2.4.12 (スター正規化多項式; Muneta [Mun2, Proposition 2.11]). 命題 2.4.11 によって, 任意のインデックス k
に対しある非負整数 n と H0 の元 w•i が存在し

zk =

n∑
i=0

w•i • e•i1
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となる. これを用いて
ζ⋆,•(k;T ) :=

n∑
i=0

Z⋆(w•i )T
i ∈ Z[T ]

とする. T = 0 のときは省略して ζ⋆,•(k) と書く. また, Q 線型写像 Z⋆,•
T : H1 → R[T ] を zk 7→ ζ⋆,•(k;T ) で定める.

命題 2.4.13. 等式 Z⋆,•
T = Z•T ◦ S1 が成り立つ.

Proof. 写像 Z⋆,• は H0 に制限すると Z⋆ に一致し, e1 を T に送るような唯一の準同型 H1
∗ → R[T ] として一意に特

徴づけられる. 一方で Z• ◦ S1 もまったく同じ条件を満たす. □

正規化定理 (定理 2.3.44) の類似物を述べるには, 次小節に述べる “Yamamoto 積分” というものが必要になる. 正
規化複シャッフル関係式の類似は成り立つ:

定理 2.4.14 (Muneta [Mun2, Theorem 2.12]). 任意のインデックス k と許容インデックス l に対し
ζ⋆,•(k ∗ l;T ) = ζ⋆,•(kx l;T )

が成り立つ.

Proof. 命題 2.4.13, 命題 2.4.7 より
ζ⋆,•(k ∗ l;T ) = Z•T (S

1(zk ∗ zl)) = Z•T (S
1(zk) ∗ S1(zl))

であるが, S1(zk) ∈ H1, S1(zl) ∈ H0 より正規化複シャッフル関係式 (定理 2.3.45) が使えて, 命題 2.4.9 によって
Z•T (S

1(zk) ∗ S1(zl)) = Z•T (S
1(zk)x S1(zl)) = Z•T (S

1(zk x zl)) = ζ⋆,x(kx l)

となる. □

2.4.4. その他の関係式.

定理 2.4.15 (Yamamoto [Y1, Theorem 1.1]). 非負整数の組 (k1, k2) 6= (0, 0) に対し∑
n1,...,n2k1+1≥0

n1+···+n2k1+1=k2

ζ⋆({2}n1 , 1, {2}n2 , 3, . . . , {2}n2k1−1 , 1, {2}n2k1 , 3, {2}n2k1+1)

=
∑

i,j,k,l,u,v≥0
2i+k+u=2k1
j+l+v=k2

(−1)k2+u(22k+2l − 2)(22u+2v − 2)

(
k + l

k

)(
u+ v

u

)(
2i+ j

j

)

· B2k+2lB2u+2v

(2i+ 1)(4i+ 2j + 1)!(2k + 2l)!(2u+ 2v)!
π4k1+2k2

が成り立つ.

注意 2.4.16. この定理は Bowman–Bradley の定理 (定理 2.3.56) のスター類似であるが, 右辺が π4k1+2k2 の有理数倍
になることは Kondo–Saito–Tanaka [KST, Theorem 1.1] によって先立って示されており, Yamamoto の結果はそれの
精密化であると思うことができる. なお, さらにそれ以前から k2 = 1, 2 のケースがそれぞれ Muneta [Mun1, Theorem
C], Imatomi–Tanaka–Tasaka–Wakabayashi [ITTW, Theorem 1.1] によって得られていた.

定理 2.4.17 (Li–Qin [LQ2, Theorem 3.27]). 正整数 k, r, a (k ≥ r, a ≥ 2) に対し∑
k=(k1,...,kr)∈I(k,r)

ζ⋆(ak1, . . . , akr) =

k−r∑
i=0

(−1)i
(
k − i
r

)
ζ({a}i)ζ⋆({a}k−i)

が成り立つ.

定理 2.4.18 (Muneta [Mun1, Theorem A]). 正整数 k, r に対し

ζ⋆({2k}r) = (−1)rk
∑

n1,...,nk≥0
n1+···+nk=rk

 k∏
j=1

(2− 4nj )B2nj
exp(2πijnj/k)

(2nj)!

π2rk

が成り立つ.
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系 2.4.19 (Zlobin [Zl]). 正整数 r に対し

ζ⋆({2}r) =
(
1− 1

22r−1

)
(−1)r+1(2π)2rB2r

(2r)!

定理 2.4.20 (Aoki–Kombu–Ohno [AKO, (3.1)]). 冪級数の等式
∑

k,r,s≥0

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ⋆(k)

xk−r−syr−sz2s−2 =
1

(1− y)(1− β) 3
F2

(
1− β, 1− β + x, 1

2− y, 2− β ; 1

)
が成り立つ. ここで α, β は

α+ β = x+ y, αβ = xy − z2

から決まる値であり, 3F2 は超幾何級数

3F2

(
a, b, c
d, e

;x

)
=

∞∑
n=0

(
n∏

i=0

(a+ i)(b+ i)(c+ i)

(d+ i)(e+ i)(1 + i)

)
xn

である.

系 2.4.21 (Aoki–Ohno の関係式; Aoki–Ohno [AO, Theorem 1]). 正整数 k, s (k ≥ s) に対し∑
k∈I0(k,−,s)

ζ⋆(k) = 2

(
k − 1

2s− 1

)(
1− 1

2k−1

)
ζ(k)

が成り立つ.

系 2.4.22 (Li [L3, Corollary 2.3]). 正整数 k, r, s (k > r ≥ s) に対し
X⋆

0 (k, r, s) :=
∑

k∈I0(k,r,s)

ζ⋆(k)

とおくと, 正整数 m,n, s に対し
(−1)mX⋆

0 (m+ n+ 1, n+ 1, s)− (−1)nX⋆
0 (m+ n+ 1,m+ 1, s) ∈ Q[ζ(2), ζ(3), . . .]

が成り立つ.

定理 2.4.23 (Zagier [Za2, Theorem 4]). 非負整数 k1, k2 に対し

ζ⋆({2}k1 , 3, {2}k2) = −2
k1+k2+1∑

i=1

((
2i

2k1

)
− δi,k1

−
(
1− 1

22i

)(
2i

2k2 + 1

))
ζ⋆({2}k1+k2+1−i)ζ(2i+ 1)

が成り立つ.

定理 2.4.24 (Muneta [Mun1, Theorem B]). 正整数 r に対し

ζ⋆({1, 3}r) =
r∑

i=0

ζ({1, 3}i)ζ⋆({4}r−i)

が成り立つ.

定理 2.4.25 (Bachmann–Yamasaki [BY, Corollary 3.6 (3.23)]). 非負整数 r に対し

ζ⋆(3, {1, 3}r) =
r∑

i=0

(
−1

4

)i

ζ(4i+ 3)ζ⋆({1, 3}r−i)

定理 2.4.26 (Zhao [Zh, Theorem 6.1 (ii)]). 非負整数 r に対し

ζ⋆(2, {1, 3}r) = 1

2r + 1

r∑
i=0

ζ⋆({1, 3}i)ζ⋆({2}2r−2i+1)

が成り立つ.

その他, 特殊値に関する文献は数多くある (特に Zhao [Zh] はここまで挙げたものと同種の公式が大量に載ってい
る.) が, これ以上述べることは避ける.
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定理 2.4.27 (2-1 公式; Zhao [Zh, Theorem 1.2]). 許容インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し
ζ⋆(1, {2}k1−1, . . . , 1, {2}kr−1) =

∑
l⪯(2k1−1,...,2kr−1)

2dep(l)ζ(l)

が成り立つ.

注意 2.4.28. 2-1 公式の r = 1 の場合は Zlobin [Zl, (1)], r = 2 の場合は Ohno–Zudilin [OZu, Theorem 1] ですでに
証明されていた (任意の r でも Ohno–Zudilin が同論文で予想していた.).

注意 2.4.29. §2.6 で導入する補間多重ゼータ値 (定義 2.6.1) を用いれば定理の右辺は 2rζ1/2(2k1− 1, . . . , 2kr − 1) と
書ける.

次の定理で述べるように, 交代和を含む形で 2-1 公式は任意のインデックスに対し拡張される. 空でない許容イン
デックス k = (k1, . . . , kr) に対し

ζ#(k) :=
∑

0<n1<···<nr

2|{n1,...,nr}| (−1)
n1(k1−1)+···+nr(kr−1)

nk1
1 · · ·n

kr
r

とおく (ζ#(∅) = 0).

定理 2.4.30 (Zhao の公式; Zhao [Zh], Yamamoto, Hirose–Sato). 全単射 σ : I ′0 → I ′0 であって任意の許容インデッ
クス l = (l1, . . . , ls) に対し

σ(1, {2}l1−1, . . . , 1, {2}ls−1) = (2l1 − 1, . . . , 2ls − 1)

を満たすものが存在して, 任意の許容インデックス k に対し
ζ⋆(k) = ζ#(σ(k))

が成り立つ.

Zhao, Yamamoto の証明は級数変形を用いており, Hirose–Sato は iterated beta integral という一種の反復積分を
用いている ([Sa] を参照.).

2.5. 予想的全関係式. 本小節では, 多重ゼータ値について成り立つすべての Q 線型関係式を導くであろうと予想され
ている様々な関係式族について述べる. それに該当する例として, 正規化複シャッフル関係式 (定理 2.3.45) を既に挙げ
ているためそれは除外している. ここに述べる “全関係式予想” たちの中で解決されているものは一つもないが, 各々
の間に成り立つ包含や同値性はいろいろと知られているためそれについても可能な限り述べる.

2.5.1. Kaneko–Yamamoto 型多重ゼータ値.

定義 2.5.1. インデックス k, l と整数 a ≥ 2 に対し Kaneko–Yamamoto 型多重ゼータ値を

ζ

(
k
l
; a

)
:=

∑
0<N

0<m1<···<mr<N
0<n1≤···≤ns≤N

1

mk1
1 · · ·m

kr
r Nanl11 · · ·n

ls
s

で定める.

調和積の帰納的定義において最後の項だけを拾ってできる積を ⊛ と書く: 即ち, w, w′ ∈ H1 と正整数 k, l に対し
1⊛ w = w ⊛ 1 = w,

wzk ⊛ w′zl = (w ∗ w′)zk+l

とおいて Q 双線型な積 ⊛ を定義し, これを word とインデックスの対応によって R0 の積として考える. このとき定
義より次が成り立つ.

命題 2.5.2. インデックス k = (k1, . . . , kr), l = (l1, . . . , ls) に対し

ζ

(
k1, . . . , kr−1
l1, . . . , ls−1

; kr + ls

)
= ζ(k⊛ l⋆)

が成り立つ.
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定理 2.5.3 (Bachmann–Kadota–Suzuki–Yamasaki–Yamamoto [BKSYY]). 非負整数 k, r, s (k ≥ r + s+ 2) に対し∑
k∈Zr

≥1

l∈Zs
≥1

a≥2
wt(k)+wt(l)+a=k

ζ

(
k
l
; a

)
=

(
k − 1

s

)
ζ(k)

が成り立つ.

2.5.2. Yamamoto 積分. ここでは Yamamoto [Y3] によって導入された “2 色半順序集合” 上の積分について解説す
る. これはしばしば発見者である山本修司氏の名を取って Yamamoto 積分と呼ばれる.

定義 2.5.4 (2-poset). 有限半順序集合 (X,≤X) と写像 δX : X → {0, 1} の組を 2 色半順序集合 (2-labeled partially
ordered set, 2-poset) と呼ぶ. しばしば台集合のみを明示し 2-poset X などという. δX は labeling map と呼ばれ,
δX(x) は x ∈ X の label と呼ばれる. X の任意の極大元が label 0 を持ち, 任意の極小元が label 1 を持つとき許容的
(admissible) であるという.

以後, 2-poset を表すのに Hasse 図を用いる: label が 0 の点は ◦ で, 1 の点は • で表すことにする. たとえば
X = {x1, x2, x3}, x1 ≤X x2, x1 ≤X x3, δX(x1) = 1, δX(x2) = δX(x3) = 0 のときは

のように書く.

定義 2.5.5. 2-poset X の転置 (transpose) とは, 次のようにして定まる 2-poset X† である:

• 台集合は一致する: X = X†.
• x ≤X† y ⇔ y ≤X y.
• δX†(x) = 1− δX(x).

定義 2.5.6. 2-poset X が比較不能な元 a, b を持つとする. このとき 2-poset Xb
a を次のように定める:

• 台集合は一致する: X = Xb
a.

• a ≤Xb
a
が成り立ち, それ以外の半順序構造は X と変更なし.

• labeling map は一致する: δXb
a
= δX .

定義 2.5.7. 2-poset X,Y が同型であるとは, 写像 f : X → Y が存在して次の条件を満たすものが存在することで
ある.

• f は全単射である.
• 任意の x1, x2 ∈ X に対し, x1 ≤X x2 ならば f(x1) ≤Y f(x2).
• 任意の y1, y2 ∈ Y に対し, y1 ≤Y y2 ならば f−1(y1) ≤X f−1(y2).
• 任意の x ∈ X に対し δX(x) = δY (f(x)).

2-poset 同士の同型性は明らかに同値関係となり, したがって 2-poset の同型類22全体が生成する Q ベクトル空間
が定義できる. これを P と書く. さらに, 2-poset の同型類 [X], [Y ] の代表元 (X,≤X , δX), (Y,≤Y , δY ) に対し

• XY は非交和 X t Y .
• a, b ∈ XY に対し a ≤XY b であるとは Z ∈ {X,Y } が存在して a, b ∈ Z かつ a ≤Z b が成り立つこと.
• δXY : XY → {0, 1} は δXY |X = δX と δXY |Y = δY が成り立つ唯一の写像.

と定め, (XY,≤XY , δXY ) (の同型類) を [X][Y ] とすることで P に積構造が入り, Q 代数となる. さらに, 準同型
W : P→ Hx を次の条件で定める:

• 2-poset X が全順序集合 {x1 < · · · < xk} であるとき

W (X) :=

k∏
i=1

eδX(xi).

• 2-poset X に比較不能な元 a, b があるとき
W (X) =W (Xb

a) +W (Xa
b ).

許容的な 2-poset の同型類が生成する Q 代数 (P の部分代数) を P0 とすると, 明らかに W (P0) = H0 が成り立つ.

22もちろん, 元の label と順序関係しか考慮していない Hasse 図そのものが同型類を表している, ともいえる.
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定義 2.5.8. 2-poset (X,≤X , δX) に対し, X に付随する積分を

I(X) := (−1)
∑

x∈X δX(x)

∫
∆(X)

∏
x∈X

dtx
tx − δX(x)

と定める. ここで
∆(X) = {(tx)x∈X ∈ (0, 1)|X| | x ≤X y =⇒ tx < ty}

とおいた.

命題 2.5.9. 2-poset X に対し以下が成り立つ.

• a, b ∈ X が比較不能なら I(X) = I(Xb
a) + I(Xa

b ).
• I(X) = I(X†).

定義より明らかに I = Z ◦W が成り立つので, 上の命題はシャッフル関係式と双対性の一般化であるといえる.

2.5.3. 積分級数等式. インデックス k = (k1, . . . , kr) と ? ∈ {•, ◦} に対し, 以下で定まる P の元を考える:

?

k :=

?

k1

kr

?

k
:=

?

kr
kr−1

k1

このとき次の定理が成り立つ.

定理 2.5.10 (積分級数等式; Kaneko–Yamamoto [KY, Theorem 4.1]). 空でないインデックス k, l に対し

ζ(k⊛ l⋆) = I

 k

l


が成り立つ.

予想 2.5.11 (Kaneko–Yamamoto [KY, Conjecture 4.3]). 多重ゼータ値間に成り立つすべての Q 線型関係式は積分
級数等式から導かれるであろう.

積分級数等式のもとで調和関係式とシャッフル関係式は同値である. また, 予想 2.3.46 において正規化複シャッフ
ル関係式も全関係式を導くであろうと述べたが, [KY, Theorem 4.6] では有限複シャッフル関係式を仮定して積分級数
等式と正規化定理の同値性が示されているため, 予想 2.3.46 が正しくかつ積分級数等式から調和, シャッフルどちら
かの関係式が導けるのであれば予想 2.5.11 も正しい.
積分級数等式の特殊なケースとして多重ゼータスター値の Yamamoto 積分表示が得られるが, これを用いてシャッ

フル正規化の変種 (Hirose–Murahara–Ono [HiMuOn1] では “Kaneko–Yamamoto’s type regularization” と呼ばれて
いる) を導入することができる.
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定義 2.5.12. インデックス k に対し, Kaneko–Yamamoto 型シャッフル正規化多項式を
ζ⋆,KY(k;T ) := (Zx

T ◦W )
(

k

)
と定める. T = 0 のときは単に ζ⋆,KY(k) などと書く.

定理 2.5.13 (Hirose–Murahara–Ono [HiMuOn1, Theorem 2.1]). インデックス k に対し
ζ⋆,x(k)− ζ⋆,KY(k) ∈ ζ(2)Z

が成り立つ.

正規化定理 (定理 2.3.44) で用いた写像 ρ のスター類似を導入する: R 線型写像 ρ⋆ : R[T ]→ R[T ] を

exp(TX)Γ0(X)−1 =

∞∑
n=0

ρ⋆(Tn)
Xn

n!

によって定める.

定理 2.5.14 (Kaneko–Yamamoto [KY, Corollary 4.7]). インデックス k に対し
ζ⋆,KY(k;T ) = ρ⋆(ζ⋆,∗(k;T ))

が成り立つ.

Machide のシャッフル正規化対称和公式 (定理 2.3.49) の Kaneko–Yamamoto 型における類似も発見されている.

定理 2.5.15 (Machide [Mac3, Theorem 1.1]). インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し∑
σ∈Sr

ζ⋆,KY(kσ(1), . . . , kσ(r)) =
∑

B1,...,Bl

l∏
i=1

χ(k;Bi)(|Bi| − 1)!ζ⋆,KY

∑
j∈Bi

kj


が成り立つ23. ここで B1, . . . , Bl は {1, . . . , r} の分割全体を渡る.

2.5.4. Kawashima 関係式.

定義 2.5.16 (Kawashima 関数; Kawashima [Kawash, §5]). 空でないインデックス k に対し k∨ = (l1, . . . , ls) と書い
たとき, 複素数 t に対し

Fk(t) :=
∑

0<n1≤···≤ns

(−1)nr−1

nl11 · · ·n
ls
s

(
t

nr

)
として定まる関数 Fk を Kawashima 関数 (Kawashima function) という. 収束半径は −ls である ([Kawash, Propo-
sition 5,1]).

命題 2.5.17 (Kawashima [Kawash, Proposition 5.2]). 空でないインデックス k に対し, Kawashima 関数の t = 0 周
りでの Taylor 級数展開は

Fk(t) =

∞∑
n=1

(−1)n−1ζ({1}n ⊛ (k∨)⋆)tn

で与えられる.

命題 2.5.18 (Kawashima [Kawash, Proposition 4.4]). 十分大きい正整数 N と空でないインデックス k = (k1, . . . , kr)
に対し

Fk(N) =
∑

0<n1≤···≤nr

1

nk1
1 · · ·n

kr
r

が成り立つ. 逆にこの性質は Kawashima 関数を特徴づける: 級数

F̃k(t) =

∞∑
n=1

an

(
t

n

)
が収束半径 −l (l は k の Hoffman 双対の末尾成分) をもつとき Re(t) > −l において Fk(t) = F̃k(t) が成り立つ.

23右辺のゼータ値は常に depth 1 であるから正規化の方法に ∗,x , (⋆, ∗), (⋆,x), (⋆,KY) のどれを用いても同じである.
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定理 2.5.19 (Kawashima 関係式; Kawashima [Kawash, Theorem 5.3]). インデックス k, l と Re(t) > −1 に対し
Fk∗l(t) = Fk(t)Fl(t)

が成り立つ.

Kawashima 関係式の両辺の係数を比較し, 命題 2.5.17 を用いて多重ゼータ値の代数関係式を得る (スターが現れな
いように言い換えてある.):

系 2.5.20 (Kawashima [Kawash, Corollary 5.4]). H 上の自己同型 ϕ を定理 2.3.30 で導入したものとすると, 任意の
w, w′ ∈ H1 \Q と正整数 h に対し∑

m,n≥1
m+n=h

Z(ϕ(w)⊛ em1 )Z(ϕ(w′)⊛ en1 ) = Z(ϕ(w ∗ w′)⊛ eh1 )

が成り立つ.

このままでは多重ゼータ値同士の積が現れるため調和関係式もしくはシャッフル関係式を用いて積を展開する必要
があるが, シャッフル関係式を用いた方が線型関係式の個数が増えるということが知られている. 積が現れず, 展開の
必要がない t の一次の係数を比較したものは Kawashima 関係式の線型部分と呼ばれる.

系 2.5.21 (Kawashima 関係式 (linear part)). 任意の w, w′ ∈ H1 \Q に対し Z(ϕ(w ∗ w′)e0) = 0 が成り立つ.

予想 2.5.22. 多重ゼータ値間に成り立つすべての Q 線型関係式は (シャッフル関係式で展開した) Kawashima 関係
式から導かれるであろう.

Kawashima 関係式の線型部分には双対関係式 (定理 2.3.3) と一般導分関係式 (定理 2.3.29), 定理 2.3.32 が含まれ
ていることが知られている ([Kawash, Corollary 7.2], [Tan2, §2], [TW1, Proposition 2.5]. そもそも Tanaka, Tanaka–
Wakabayashi による定理 2.3.29, 定理 2.3.32 の原証明自体 Kawashima 関係式に帰着させるものである.) が, 双対性
と一般導分関係式から Kawashima 関係式が導けるかは未解決である. また, 正規化複シャッフル関係式と双対関係式
を合わせると Kawashima 関係式が従うことは [KY, Theorem 6.7] で示されている.
また, Kaneko–Xu–Yamamoto [KXY] によって Kawashima 関数の別表示が示されている. そのために Hurwitz 型

多重ゼータ値について少し触れる: 実数 |t| < 1 と許容インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し

ζtshift(k) :=
∑

0<n1<···<nr

1

(n1 + t)k1 · · · (nr + t)kr

とおく. 十分大きい正整数 M , 実数 |z| < 1, |t| < 1 とインデックス k = (k1, . . . , kr) に対し Hurwitz 型の多重調和和
と多重ポリログ関数をそれぞれ

ζt<M,shift(k) :=
∑

0<n1<···<nr<M

1

(n1 + t)k1 · · · (nr + t)kr
,

Litk,shift(z) :=
∑

0<n1<···<nr

znr

(n1 + t)k1 · · · (nr + t)kr

と定める.

定理 2.5.23 (Kaneko–Xu–Yamamoto [KXY, Proposition 2.1]). 任意のインデックス k に対しある J, J ′ > 0 があり
ζt<M,shift(k) = ζt,∗shift(k; logM + γ) +O(M−1 logJ M) (M →∞),

Litk,shift(z) = ζt,xshift(k;− log(1− z)) +O((1− z) logJ
′
(1− z)) (z → 1)

が成り立つような多項式 ζt,•shift(k;T ) が一意に存在する.

定理 2.5.24 (Kaneko–Xu–Yamamoto [KXY, Theorem 2.2]). インデックス k と実数 |t| < 1 に対し
ζt,xshift(k;T ) = ρ(ζt,∗shift(k;T ))

が成り立つ.

これはもちろん正規化定理の一般化であるが, これと漸近表示 (命題 2.5.23) を用いることで Kawashima 関数の次
の表示が得られる (詳細は略).
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定理 2.5.25 (Kaneko–Xu–Yamamoto [KXY, Theorem 3.1]). インデックス k と実数 |t| < 1 に対し r = dep(k) とお
くと

Fk(t) =

r∑
i=0

(−1)r−iζ⋆,∗(k[i];T )ζ
t,∗
shift(
←−
k[i];T )

が成り立つ. とくに右辺は T に依らない.

2.5.5. Drinfel’d 結合子. ここでは Drinfel’d 結合子 (Drinfel’d associator) の定義を述べ, 多重ゼータ値に関連する定
理を紹介する. 筆者の不勉強故記述が不完全な部分も多いが, 適宜参考文献を参照されたい. 以後, K を標数 0 の体,
K をその代数閉包とし, UF2 := K〈〈e0, e1〉〉 と書く (これに Hopf 代数構造が入ることは命題 1.4.7 で述べた.). UF2 の
元 Φ と e0, e1 からなる word w に対し, Φ の w での係数を 〈Φ, w〉 と書く. また, 変数の族 {ti,j}i,j∈{1,2,3,4} は次の
要件を満たすとする: 相異なる i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4} に対し ti,i = 0, ti,j = tj,i, ti,jti,k − ti,kti,j = tj,kti,j − ti,jtj,k であ
り, また相異なる i, j, k, l ∈ {1, 2, 3, 4} に対し ti,j と tk,l は可換である.

定義 2.5.26 (Drinfel’d 結合子; Drinfel’d [D]). 冪級数 Φ ∈ UF2 と µ ∈ K \ {0} が次の要件を満たすとき, Φ を結合定
数 µ の Drinfel’d 結合子 (Drinfel’d associator with coupling constant µ) もしくは µ 結合子 (µ-associator) と呼ぶ.

group-like 性:
∆(Φ) = Φ⊗ Φ.

五角形関係式:

Φ(t1,2, t2,3 + t2,4)Φ(t1,3 + t2,3, t3,4) = Φ(t2,3, t3,4)Φ(t1,2 + t1,3, t2,4 + t3,4)Φ(t1,2, t2,3).

六角形関係式:

exp
(µ
2
(t1,3 + t2,3)

)
= Φ(t1,3, t1,2) exp

(µ
2
t1,3

)
Φ(t1,3, t2,3)

−1 exp
(µ
2
t2,3

)
Φ(t1,2, t2,3),

exp
(µ
2
(t1,2 + t1,3)

)
= Φ(t2,3, t1,3)

−1 exp
(µ
2
t1,3

)
Φ(t1,2, t1,3) exp

(µ
2
t1,2

)
Φ(t1,2, t2,3)

−1.

定理 2.5.27 (Drinfel’d [D, Theorem A]). 任意の標数 0 の体 K に対しある Φ ∈ UF2 と µ ∈ K \ {0} が存在して Φ
は µ 結合子となる.

定義に現れる五角形関係式と二つの六角形関係式は GT relations と呼ばれ, それぞれテンソル圏 (tensor category,
Hom 集合が K ベクトル空間となるモノイダル圏) の五角形公理 (pentagon axiom) とそこに入る組紐構造 (braiding)
が満たすべき六角形公理 (hexagon axiom) に対応している. GT relations は Drinfel’d によって与えられた条件であ
り, 実際に無限小組紐テンソル圏に形式パラメータ ℏ をつけた圏 (正確にいえばもとの Hom 集合に K[[ℏ]] をテンソル
してできる圏) が再び組紐テンソル圏になる条件が結合子によって与えられるという事実が [D] で証明されている. こ
こではテンソル圏の話題に関してはこれ以上深入りせず, “結合子関係式” として知られる別の定義との同値性を紹介
する.

命題 2.5.28 (Furusho [F2, Lemma 4]). 変数の族 {Xi,j}i,j∈{1,2,3,4,5} は条件

Xi,i = 0, Xi,j = Xj,i,

5∑
j=1

Xi,j = 0, (i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}),

Xi,jXk,l = Xk,lXi,j (i, j, k, l ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, |{i, j, k, l}| = 4)

を満たすとする. このとき group-like 元 Φ ∈ UF2 が五角形関係式を満たすことと 5-cycle 関係式
Φ(X1,2, X2,3)Φ(X3,4, X4,5)Φ(X5,1, X1,2)Φ(X2,3, X3,4)Φ(X4,5, X5,1) = 1

を満たす commutator group-like 元であることは同値である. ここで Φ ∈ UF2 が commutator group-like であると
は group-like 性に加えて 〈Φ, e0〉 = 〈Φ, e1〉 = 0 を満たすことである.

命題 2.5.29 (Drinfel’d [D, §5]). group-like 元 Φ ∈ UF2 が六角形関係式を満たすことは 2-cycle 関係式
Φ(e0, e1)Φ(e1, e0) = 1

と 3-cycle 関係式
exp
(µe0

2

)
Φ(e∞, e0) exp

(µe∞
2

)
Φ(e1, e∞) exp

(µe1
2

)
Φ(e0, e1) = 1

を満たすことに同値である. ここで e∞ = −e0 − e1 と書いた.

命題 2.5.28, 命題 2.5.29 より, Drinfel’d 結合子が満たすべき関係式族を次のように言い換えられる.
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命題 2.5.30. Φ ∈ UF2 と µ ∈ K \ {0} に対し Φ が µ 結合子であることは以下の四条件を満たすことと同値である.

commutator group-like 性:

Φ(e0, e1) = 1 + (次数 2 以上の項), ∆(Φ) = Φ⊗ Φ.

2-cycle 関係式:

Φ(e0, e1)Φ(e1, e0) = 1.

3-cycle 関係式:

exp
(µe0

2

)
Φ(e∞, e0) exp

(µe∞
2

)
Φ(e1, e∞) exp

(µe1
2

)
Φ(e0, e1) = 1.

5-cycle 関係式:

Φ(X1,2, X2,3)Φ(X3,4, X4,5)Φ(X5,1, X1,2)Φ(X2,3, X3,4)Φ(X4,5, X5,1) = 1.

この四条件をまとめて結合子関係式 (associator relation) と呼ぶ. それぞれの両辺を比較することで Φ の係数に
関する関係式がたくさん現れるが, 実は多重ゼータ値がこれらの関係式を満たすことを示せる. 注意 2.3.43 に遡って
Zx
S,T : H→ R[S, T ] の定義を思い出しておく.

定義 2.5.31. Knizhnik–Zamolodchikov 結合子 (KZ associator) ΦKZ ∈ C〈〈e0, e1〉〉 を
ΦKZ(e0, e1) :=

∑
w∈{e0,e1}×

(−1)dep(W )Zx
0,0(w)

←−w

で定める. ここで {e0, e1}× は e0, e1 からなる word 全体の集合である.

定理 2.5.32. ΦKZ は結合定数 2πi の Drinfel’d 結合子である.

ここでは定義としてシャッフル正規化多重ゼータ値の母関数としての表示を採用したが, 歴史的には Drinfel’d に
よって常微分方程式 (KZ 方程式)

d

dz
G(z) =

(
e0
z
− e1

1− z

)
G(z)

の解から ΦKZ が構成され, Le–Murakami [LM2, Theorem A.9], Furusho [F1, Proposition 3.2.3] によって多重ゼータ
値による明示公式 (定義 2.5.31) が与えられた, という形である. KZ 方程式の解による ΦKZ の構成と結合子関係式の
証明は Harada [Ha] に詳しい. なお, 結合子関係式に挙げた 2-cycle 関係式と 3-cycle 関係式については, 実は不要で
あったことがわかっている.

定理 2.5.33 (Furusho [F2, Theorem 1]). Φ ∈ UF2 が group-like であり五角形関係式を満たせば六角形関係式を満た
し, 結合定数は µ = ±(24〈Φ, e0e1〉)1/2 となる.

また, この小々節が §2.5 に分類されていることからもわかるように, 以下が予想されている:

予想 2.5.34 (Furusho [F1, Conjecture 4.3.10]). 多重ゼータ値間に成り立つすべての Q 線型関係式は結合子関係式か
ら導かれるであろう.

予想 2.3.46 において正規化複シャッフル関係式に対しても同じ予想がなされていることを述べたが, Drinfel’d–
Terasoma および Furusho [F3] では片側の包含が示されている.

定理 2.5.35 (Furusho [F3, Theorem 0.2]). 結合子関係式から正規化複シャッフル関係式が従う.

なお, Hopf 代数構造 (命題 1.4.7) を使うことで 2-cycle 関係式は多重ゼータ値の双対性 (定理 2.3.3) と同値であ
ることがわかるため (Tanaka [Tan1] を参照), 実際は結合子関係式から正規化複シャッフル関係式と双対性も従い, ゆ
えに Kawashima 関係式も従う (定理 2.3.45 の包含については Racinet [Ra] による別の定式化を用いている.). また,
本稿では詳しく述べないが, 合流関係式 (confluence relation) というこれまた巨大な関係式族が Hirose–Sato [HS2,
Theorem 21] で証明されている (こちらも予想的全関係式である [HS2, Conjecture 26]). こちらは多重ゼータ値の反
復積分表示においてパラメータ z を付け加えて考え, z → 1 という “合流” 操作を施すことで関係式を得るという結
合子関係式とはまったく出自の異なる代物であるが, Furusho によって驚くべき定理が示されている:

定理 2.5.36 (Furusho [F4, Theorem 1]). 結合子関係式と合流関係式は同値である.
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2.6. 補間多重ゼータ値. 本小節では,多重ゼータ値と多重ゼータスター値を包括的に扱う枠組みの一つとして, Yamamoto
[Y2] により提案された補間多重ゼータ値について定義, 代数的定式化と知られている関係式について述べる. 多重ゼー
タスター値のときと同様, 補間多重ゼータ値の関係式も対応する多重ゼータ値の関係式から代数的に導けることが多
い. 以後, τ は不定元とする24.

定義 2.6.1 (Yamamoto [Y2]). 許容インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し

ζτ (k) :=
∑

0<n1≤···≤nr

τ#{n1,...,nr}

nk1
1 · · ·n

kr
r

∈ R[τ ]

を補間多重ゼータ値 (interpolated multiple zeta values, τ -MZV ) と呼ぶ.

定義より ζ0 = ζ, ζ1 = ζ⋆ であり, 多重ゼータ値係数の多項式としての表示
ζτ (k) =

∑
l⪯k

ζ(l)τdep(k)−dep(l)

をもつ. Hoffman 代数によって取り扱う枠組みを作っておく: 以後 H?
τ = H?[τ ] とおき (? ∈ {∅, 0, 1}), Q[τ ] 線型写像

Zτ : H0 → R を zk 7→ ζτ (k) (k ∈ I ′0) から定める. Hτ 上の自己同型 S̃τ を e0 7→ e0 と e1 7→ τe0 + e1 で定め, Q[τ ] 線
型写像 Sτ : H1

τ → H1
τ を Sτ (e1W ) := e1S̃

τ (W ) とすれば Zτ = Z ◦ Sτ が成り立つ (Z は H0
τ へ Q[τ ] 線型に拡張して

いる.). とくに, τ = 1 とすれば §1 で定義した S1 と一致する.

命題 2.6.2. H1[τ, τ ′] 上で Sτ ◦ Sτ ′
= Sτ+τ ′ が成り立つ.

調和積とシャッフル積の補間もここで定義しておく. H1
τ 上の Q[τ ] 双線型な積 τ∗ を

1
τ∗ w = w

τ∗ 1 = w,

wzk
τ∗ w′zl = (wzk

τ∗ w′)zl + (w
τ∗ w′zl)zk + (1− 2τ)(w

τ∗ w′)zk+l + (1− δ1,wδ1,w′)(τ2 − τ)(w τ∗ w′)ek+l
0

と定め (w, w′ ∈ H1
τ , k, l ≥ 1), Hτ 上の Q[τ ] 双線型な積 τ

x を
1

τ
x w = w

τ
x 1 = w,

wei
τ
x w′ej = (wei

τ
x w′)ej + (w

τ
x w′ej)ei − δ1,w′jτweie1−j − δ1,wiτw′eje1−i

と定める (w, Ww′ ∈ Hτ , i, j ∈ {0, 1}). これらはそれぞれ可換かつ結合的な積であり, Hi を入れた Q 代数 Hi
τ,•

(i ∈ {0, 1}) が定まる.

命題 2.6.3 (Yamamoto [Y2, Theorem 3.8], Li–Qin [LQ1, Proposition 2.1]). 任意の w, w′ ∈ H1
τ に対し

Sτ (w
τ• w′) = Sτ (w) • Sτ (w′)

が成り立つ.

命題 2.6.4 (Yamamoto [Y2, Proposition 3.9]). インデックス k に対し
dep(k)∑
i=0

(−1)iSτ (zk[i]
) ∗ S1−τ (z←−

k[i]
) = δ∅,k

が成り立つ.

2.6.1. 関係式族.

定理 2.6.5 (和公式; Yamamoto [Y2, Theorem 1.1]). 正整数 k, r (k > r) に対し
∑

k∈I0(k,r)

ζτ (k) =

r−1∑
j=0

(
k − 1

j

)
τ j(1− τ)r−1−j

ζ(k)
が成り立つ.

24補間多重ゼータ値を扱うほとんどの文献では t を用いているが, 後に扱う予定である t 進対称多重ゼータ値と記号が重複するため τ を用いる.
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定理 2.6.6 (Ohno 型関係式; Hirose–Murahara–Ono [HiMuOn2, Theorem 1.4]). 許容インデックス k = (k1, . . . , kr)
と非負整数 h に対し∑
e∈Zdep(k†)

≥0

wt(e)=h

ζτ ((k† ⊕ e)†)

=
∑

l=(l1,...,ls)⪯k

(τ2 − τ)r−s
∑

e=(e1,...,es)∈Zs
≥0

wt(e)=h

 s∏
i=1

ei∑
j=0

(
ei − j
Ii − 1

)(
li + δli,1 + ei − Ii − 1

j

)
τ j(1− τ)e−Ii−j+1

ζτ (l⊕ e)

が成り立つ. ここで Ii は k を縮約して l を作る際, 足し合わせて li となった k の隣り合う成分の個数である.

正整数 h に対し Hτ 上の導分 ∂τh を
∂τh(e0) := e1((1− τ)e0 + e1)

h−1e0, ∂τh(e1) := −e1((1− τ)e0 + e1)
h−1e0

で定める.

定理 2.6.7 (導分関係式; Li [L4, Theorem 2.3 (6)]). 任意の W ∈ H0
τ に対し Zτ (∂τh(W )) = 0 が成り立つ.

系 2.6.8 (Hoffman 関係式; Li–Qin [LQ1, Theorem 2.5], Wakabayashi [Wak, Corollary 1.2]). 空でない許容インデッ
クス k = (k1, . . . , kr) に対し

r∑
i=1

(1 + (ki − 2 + δr,i)τ)ζ
τ (k[i−1], ki + 1,k[i])

=

r∑
i=1

ki−2∑
j=0

ζτ (k[i−1], j + 1, ki − j,k[i]) + (τ2 − τ)
r−1∑
i=1

ζτ (k[i−1], ki + ki+1 + 1,k[i+1])

が成り立つ.

Tanaka–Wakabayashi の一般化した巡回和公式 (定理 2.3.32) の補間も発見されている: h を正整数とし, Hτ から
Hh+1

τ への作用 � を §2.3.5 で定義したものと同じ規則で定める. Q 線型写像 Ch,τ : Hτ → H
⊗(h+1)
τ を

e0 7→ e1 ⊗ ((1− τ)e0 + e1)
⊗(h−1) ⊗ e0, e1 7→ −e1 ⊗ ((1− τ)e0 + e1)

⊗(h−1) ⊗ e0,

Ch,τ (ww′) = Ch,τ (w)� S̃−τ (w′) + S̃−τ (w)� Ch,τ (w′) (w,w′ ∈ Hτ )

で定め, Ch,τ (w) のテンソル積を通常の積に差し替えたものを ρh,τ (w) と書く.

定理 2.6.9 (Tanaka–Wakabayashi [TW2, Proposition 4]). 任意の w ∈ Ȟ1[τ ] と正整数 h に対し Zτ (ρh,τ (w)) = 0 が
成り立つ.

系 2.6.10 (巡回和公式; Yamamoto [Y2, Theorem 5.4]). 重さ k のインデックス k = (k1, . . . , kr) が 1 でない成分を
持つとき

r∑
i=1

ki−2∑
j=0

ζτ (j + 1,k[i],k[i−1], ki − j) = (1− τ)
r∑

i=1

ζ(k[i],k[i−1], ki + 1) + τ rkζ(k + 1)

が成り立つ.

定理 2.6.11 (調和関係式). 許容インデックス k, l に対し
ζτ (k

τ∗ l) = ζτ (k)ζτ (l)

が成り立つ.

定理 2.6.12 (シャッフル関係式; Li–Qin [LQ1, Theorem 2.1]). 許容インデックス k, l に対し
ζτ (k

τ
x l) = ζτ (k)ζτ (l)

が成り立つ.



有限/対称多重ゼータ値 35

定理 2.6.13 (正規化複シャッフル関係式; Li–Qin [LQ1, Theorem 2.4], Wakabayashi [Wak, Theorem 1.1]). 同型
H1

τ,• ' H0
τ,•[e1] (Li [L4, Lemma 2.1]) によって, 準同型 Zτ,•

T : H1
τ,• → R[τ, T ] であって H0

τ への制限が Zτ に一致し,

e1 を T に送るものが一意に存在する. このとき Q[τ ] 線型写像 ζτ,•(−;T ) : R0[τ ]→ R[τ, T ] を k 7→ Zτ,•
T (zk;T ) で定

めれば, インデックス k, と許容インデックス l に対し
ζτ,•(k ∗ l;T ) = ζτ,•(kx l;T )

が成り立つ.

定理 2.6.14 (シャッフル正規化和公式; Li [L4, Theorem 3.4]). 正整数 k, r に対し∑
k∈I(k+r,r)

ζτ,x(k) =

r∑
i=1

(−1)i−1τ r−i
∑

k=(k1,...,ki)∈I(k+r,i)
ki>k

(
ki

k + 1

)
ζτ (k1, . . . , ki)

が成り立つ.

定理 2.6.15 (Kaneko–Sakata 型和公式; Li [L4, Theorem 3.6]). 正整数 k, r に対し

ζτ ({1}r−1, k + 1) =

min{k,r}∑
j=1

(−1)j−1
∑

k∈I(k,j)
(l,l)∈I(r,j)

1− τ l

1− τ
ζ(k⊕ (l, l))

が成り立つ.

定理 2.6.16 (Guo–Xie 型和公式; Li [L4, Theorem 3.11]). 正整数 k, r (k > r ≥ 2) に対し∑
k=(k1,...,kr)∈I0(k,r)

D(k2, . . . , kr)ζ
τ (k)

− τ
∑

k=(k1,...,kr−1)∈I0(k,r−1)

(D(k)− (1− δ1,r)D(k2, . . . , kr−1) + δ1,rk)ζ
τ (k)

+ (τ − τ2)
∑

k=(k1,...,kr−2)∈I0(k,r−2)

r−2∑
i=1

(
ki − 1

2

)
ζτ (k)

=

(
r−2∑
i=1

(
k

(
k − 1

i

)
− (k − r + 1)

(
k − 1

i− 1

))
τ i(1− τ)r−1−i + k(1− τ)r−1 +

(
k − 1

r − 1

)
τ r−1

)
ζ(k)

が成り立つ. ここで D は定理 2.3.17 で導入した量である.

定理 2.6.17 (Li [L4, Corollary 4.11 (4.24)]). 正整数 k, r, a (k ≥ r, a ≥ 2) に対し∑
k=(k1,...,kr)∈I(k,r)

ζ(ak1, . . . , akr) =

k∑
i=1

min{r,i}∑
j=1

(−1)i+j

(
k − j
k − r

)(
i

j

)
τ r−jζ({a}i)ζ⋆({a}k−i)

が成り立つ.

定理 2.3.30 で定義した ϕ を用いて ϕτ := −S−τ ◦ ϕ ◦ Sτ と定める. インデックス k に対し ϕ1(zk) = zk∨ が成り立
つことに注意せよ. また, w

τ
⊛ w′ := S−τ (Sτ (w)⊛ Sτ (w′)) とすることで積 τ

⊛ を定める.

定理 2.6.18 (Kawashima 関係式; Tanaka–Wakabayashi [TW2, Theorem 1]). 任意の w, w′ ∈ H1
τ \Q[τ ] と正整数 h

に対し ∑
m,n≥1
m+n=h

Zτ (ϕτ (w)
τ
⊛ e1(e1 − e0τ)m−1)Z(ϕτ (w′)

τ
⊛ e1(e1 − e0τ)n−1) = −Z(ϕτ (w

τ∗ w′)
τ
⊛ eh1 )

が成り立つ.

定理 2.6.19 (Li [L4, Theorem 4.4]). 正整数 k, r に対し

ζτ ({2k}r) =
r∑

i=0

ζ({2k}i)ζ⋆({2k}r−i)(1− τ)iτ r−i

が成り立つ.
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次の定理は Ohno–Zagier の定理 (定理 2.3.54) と Aoki–Kombu–Ohno の定理 (定理 2.4.20) の共通の一般化である.

定理 2.6.20 (Li–Qin [LQ1, Theorem 3.1]). 冪級数の等式
∑

k,r,s≥0

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζτ (k)

xk−r−syr−sz2s−2 =
1

(1− y)(1− β) 3
F2

(
1− γ1 − β, 1− γ2 − β, 1

2− y, 2− β ; 1

)
が成り立つ. ここで α, β, γ1, γ2 は

α+ β = x+ yτ, αβ = τ(xy − z2), γ1 + γ2 = −x+ (1− τ)y, γ1γ2 = (τ − 1)(xy − z2)
から決まる値である.

2.7. 多重ゼータ値の変種.

2.7.1. Schur ゼータ関数. 正整数 r に対し, 重さ r のインデックス λ = (λ1, . . . , λa) ∈ Za
≥1 が n の分割 (partition)

であるとは, 成分が前から広義単調減少である, 即ち λi ≥ λi+1 (i = 1, . . . , k − 1) を満たすことである. 0 の分割 (空
分割) がただ一つ存在すると考え, これを ∅ と書く. 分割の長さ k を以後 dep(λ) と書くことにする. 二つの分割25

λ = (λ1, . . . , λa), µ = (µ1, . . . , µb) に対し, a ≥ b であり j = 1, . . . , a において λj ≥ µj であるとき λ ⊃ µ と書く. こ
のとき

D(λ/µ) := {(i, j) ∈ Z2 | 1 ≤ i ≤ a, µi < j < λi}
とおき26, 形 λ/µ の Young 図形 (Young diagram of shape λ/µ) と呼ぶ. λ/∅ は明らかに λ と同一視できるので, 以後
誤解の恐れがなければ λ/∅ を λ と略記する. これをしばしば正方形を並べて表す: たとえば, λ = (4, 3, 3), µ = (2, 1)
のとき λ/µ は

のように描画される (λに相当する絵を描き, µに相当する部分を左上に重ね合わせてその部分を消去することでできる.).
形 λ/µ の Young 図形 D(λ/µ) に対し, 写像 T : D(λ/µ)→ Z≥1 であって (i, j) ∈ D(λ/µ) に対し T (i, j) ≤ T (i, j+1),
T (i, j) < T (i + 1, j) を満たす27ものを半標準 Young 盤 (semi-standard Young tableau) と呼ぶ. 形 λ/µ の半標準
Young 盤全体のなす集合を SSYT(λ/µ) とおく.

定義 2.7.1. Young 図形 D(λ/µ) で添字づけられた複素数 (si,j)(i,j)∈D(λ/µ) に対し
ζλ/µ((si,j)i,j) =

∑
T∈SSYT(λ/µ)

∏
(i,j)∈D(λ/µ)

T (i, j)−si,j

を Schur 多重ゼータ関数 (Schur multiple zeta function) と呼ぶ.

これは Yamamoto の補間多重ゼータ値 (定義 2.6.1) とは別の方向で MZV と MZSV の補間を与えている. 実際,
許容インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し

ζ{1}r (k) = ζ

 k1
...
kr

 = ζ(k), ζ(r)(k) = ζ
(
k1 · · · kr

)
= ζ⋆(k)

となる. 一般の Schur 多重ゼータ関数の収束域は次で与えられる: Young 図形の元 (i, j) ∈ D(λ/µ) であって (i, j+1),
(i+ 1, j) /∈ D(λ/µ) を満たす28もの全体の集合を C(λ/µ) と書くと, ζλ/µ の絶対収束域は

Wλ/µ :=

{
(si,j)(i,j)∈D(λ/µ)

∣∣∣∣ Re(si,j) > 1 ((i, j) ∈ C(λ/µ))
Re(si,j) ≥ 1 ((i, j) /∈ C(λ/µ))

}
となる ([NPY, Lemma 2.1]).

25同じ正整数の分割である必要はない.
26分割の長さより大きい成分は必要に応じて 0 だと思うことにする.
27(i, j) /∈ D(λ/µ) のときは T (i, j) = 0 と約束する.
28このような頂点はしばしば角 (corner) と呼ぶ.
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Q[[x1, x2, . . .]] の次数有限な元であって変数の入れ替えで不変なものを 対称関数 と呼ぶ. Young 図形 D(λ/µ) に対
して定まる対称関数

sλ/µ := sλ/µ(x1, x2, . . .) :=
∑

T∈SSYT(λ/µ)

∏
(i,j)∈D(λ/µ)

xT (i,j)

は (skew) Schur 関数と呼ばれ, 一般線型群の有限次元既約表現の指標を司る重要な対象である. Schur 多重ゼータ関
数はこれの類似だと思うことができ, Schur 関数で成り立つ性質はある程度 Schur 多重ゼータ関数でも成り立つこと
が知られている. 以下にその実例を示す: Schur 関数の定義において r の分割 λ をそれぞれ (1, · · · , 1), (r) ととった
対称関数を

er(x1, x2, . . .) :=
∑

1≤n1<···<nr

xn1
· · ·xnr

, hr(x1, x2, . . .) :=
∑

1≤n1≤···≤nr

xn1
· · ·xnr

と書くことにする. これらは明らかに MZV, MZSV の類似物であり, それぞれ基本対称関数, 完全対称関数と呼ばれ
る. 分割 λ = (λ1, . . . , λa) と i = 1, . . . , λ1 に対し λ′i = |{j ∈ {1, . . . , a} | λj ≥ i}| とすると λ′ = (λ′1, . . . , λ

′
λ1
) は

wt(λ) の分割となり, これを λ の転置 (transpose) と呼ぶ (この定義は Young 図形の転置を取るとわかる.). このとき
次が成り立つ:

定理 2.7.2. µ ⊂ λ なる分割 λ = (λ1, . . . , λa), µ = (µ1, . . . , µb) に対し, その転置をそれぞれ λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
c),

µ′ = (µ′1, . . . , µ
′
d) と書くと

sλ/µ = det(hλi−i−(µj−j))1≤i,j≤a = det(eλ′
i−i−(µ′

j−j))1≤i,j≤l(λ′)

が成り立つ. ここで h0 = e0 = 1, hn = en = 0 (n < 0) とおいた.

これは Jacobi–Trudi の公式と呼ばれる結果であり, Schur 多重ゼータ関数でも同様のことがわかっている.

定理 2.7.3 (Nakasuji–Phuksuwan–Yamasaki [NPY, Theorem 4.3]). λ, µ, λ′, µ′ を定理 2.7.2 と同様にする.

W diag
λ/µ

:= {(si,j) ∈Wλ/µ | j − i = j′ − i′ =⇒ si,j = si′,j′}

とおき, (si,j) ∈W diag
λ/µ のとき si,j = sj−i と書く. このとき 1 ≤ i ≤ a に対し Re(sλi−i) > 1 ならば

ζλ/µ((sj−i)(i,j)∈D(λ/µ)) = det(ζ⋆(sµj−j+1, . . . , sλi−i))1≤i,j≤a

が成り立つ. ここで µj−j = λi−iなら成分は 1, µj−j < λi−iなら 0とおいた. また 1 ≤ i ≤ cに対し Re(si−λ′
i
) > 1

のとき, 成分に関する convention を同様にしておくと
ζλ/µ((sj−i)(i,j)∈D(λ/µ)) = det(ζ(s−µ′

j+j−1, . . . , si−λ′
i
))1≤i,j≤c

が成立する.

ここでは state しないが, 他にも Giambelli 公式, 双対 Cauchy 公式といった Schur 関数に対して一般に成り立つ
定理が存在し, それらの類似物が Schur 多重ゼータ関数においても成り立つことが知られている.

2.7.2. Odd variants と一変数多重ポリログ. 和の範囲を mod 2 で細かくした多重ゼータ値の部分級数をレベル 2 の
多重ゼータ値 (MZVs of level two) という. Hoffman [Ho6] と Kaneko–Tsumura [KT] によってそれぞれ多重 t 値
(multiple t-values), 多重 T 値 (multiple T -values) という対象が導入されている: 許容インデックス k = (k1, . . . , kr)
に対し

t(k) :=
∑

0<n1<···<nr

1

(2n1 − 1)k1 · · · (2nr − 1)kr
, T (k) := 2r

∑
0<n1<···<nr

ni≡i (mod 2)

1

nk1
1 · · ·n

kr
r

とおく. 多重 t 値は定義より Hurwitz 型多重ゼータ値 ζtshift(k) を用いて t(k) = 2wt(k)ζ
−1/2
shift (k) と書くこともでき, 和

の範囲がすべて奇数であることから多重ゼータ値のときと同様に次が成り立つ:

定理 2.7.4 (調和関係式; Hoffman [Ho6, Theorem 3.1]). 許容インデックス k, l に対し
t(k ∗ l) = t(k)t(l)

が成り立つ.
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これに基づいて, 調和正規化のような現象もみられる ([Ho6, Theorem 3.3]). 一方で, {ε1, . . . , εk} ∈ {0, 1} に対し

IT (0; ε1, . . . , εr; 1) :=

∫
0<t1<···<tk<1

k∏
i=1

(
(1− εi)

1

ti
+ εi

(
1

1− ti
+

1

1 + ti

))
dti

とおけば多重 T 値は積分表示
T (k1, . . . , kr) = IT (0; 1, {0}k1−1, . . . , 1, {0}kr−1; 1)

をもつことから, 次がわかる:

定理 2.7.5 (シャッフル関係式; Kaneko–Tsumura [KT]). 許容インデックス k, l に対し
T (kx l) = T (k)T (l)

が成り立つ.

定理 2.7.6 (双対性; Kaneko–Tsumura [KT, Theorem 3.1]). 許容インデックス k に対し
T (k) = T (k†)

が成り立つ.

また, 多重 T 値には Ohno–Zagier の定理 (定理 2.3.54) の対応物が存在し, 系として重み付き和公式の類似が証明
されている.

定理 2.7.7 (Takeyama [Tak, Theorem 1.1]). 冪級数の等式

1−
∑

1≤r<k

 r∑
s=1

1

2r

∑
k∈I0(k,r,s)

T (k)

xk−ryr = exp

∑
k≥2

T (k)

2k
(xk + yk − (x+ yk))


が成り立つ.

系 2.7.8 (Kaneko–Tsumura [KT, Theorem 3.2]). 整数 k ≥ 3 に対し
k−2∑
j=1

2k−j−1T (j, k − j) = (k − 1)T (k)

が成り立つ.

定理 2.7.9 (Berger–Chandra–Jain–Xu–Xu–Zhao [BCJXXZ, Theorem 1.1]). 整数 k ≥ 4 に対し∑
k=(k1,k2,k3)∈I0(k,3)

2k2(3k3−1 − 1)T (k) =
2

3
(k − 1)(k − 2)T (k)

が成り立つ.

レベル 2 の多重ゼータ値は明らかに交代多重ゼータ値 (alternating multiple zeta value)

ζ(k1, . . . , kr; ε1, . . . , εr) :=
∑

0<n1<···<nr

(−1)ε1n1+···+εrnr

nk1
1 · · ·n

kr
r

(
ε1, . . . , εr ∈ {0, 1},
(k1, . . . , kr) ∈ I0,

(kr, εr) 6= (1, 1)

)
の張る Q 代数 (こちらが調和関係式を満たすことも簡単な計算でわかる) に入っているが, より強く次が予想されて
いる.

予想 2.7.10 (Kaneko–Tsumura [KT, Conjecture 5.1]). シャッフル関係式によって多重 T 値全体の張る Q 代数 T x

はともに Z を含む.

調和関係式によって多重 t 値の張る Q 代数が Z を含むことは [Murak, Theorem 16.2] で証明されており, より強
く任意の多重ゼータ値が t(k1, . . . , kr) (k1, . . . , kr ∈ {2, 3}) の Q 係数線型和で書けることも言えている. 逆 (MZVs

?
⊆

MtVs) については [Murak, Theorem 16.1] が “すべての成分が 2 以上のインデックス k に対し t(k) ∈ Z である” と
いう部分的な回答を与えている. さらに, 多重 t 値には “微分構造が入る” という予想がなされている:
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予想 2.7.11. Q 線型写像 θ : H0 → R を zk 7→ t(k) (k ∈ I ′0) と定めると, T ∗ 上の導分 d が存在して任意の W ∈ H0

に対し (d ◦ θ)(W ) = (θ ◦A−)(W ) が成り立つ. ここで A− : H
0 → H0 は

A−(zk) :=

{
zl (k = ←l (∃l ∈ I ′0))
0 (otherwise)

から定まる Q 線型写像である.

興味深いことに, このような導分の候補として “log 2 による微分” が挙げられている: たとえば
θ(z1,4) = t(1, 4) = −1

2
t(5)− 1

7
t(2)t(3) + t(4) log 2

“d/d log 2”−→ t(4) = θ(A−(z1,4))

となる.
最後に多重 T 値の双対性を一般化した Hirose–Iwaki–Sato–Tasaka の双対性を紹介する: 空でないインデックス

k = (k1, . . . , kr)と ε = (ε1, . . . , εr) ∈ {0, 1}r が (kr, εr) 6= (1, 1)を満たすとき,組 k̃ = (k; ε)を admissible augmented
index と呼ぶことにし,

zk̃ := (−1)r
r∏

i=1

((−1)εiez + εie1)e
ki−1
0

とおく. ここで右辺は H(z) := Q〈e0, e1, ez〉 の元である. H(z) 上の反自己同型 τ(z) を e0 7→ ez − e1, e1 7→ ez − e0,
ez 7→ ez から定め, τ(z)(zk̃) = zk̃† が成り立つ唯一の admissible augmented index k̃† を k̃ の双対と呼ぶ. このとき次
が成り立つ:

定理 2.7.12 (Hirose–Iwaki–Sato–Tasaka [HIST, Theorem 1.1]). admissible augmented index k̃ = (k; ε) に対し

Li(k̃; z) :=
∑

0=n0<n1<···<nr

r∏
i=1

εi + (−1)εizni−ni−1

nki
i

(k = (k1, . . . , kr), ε = (ε1, . . . , εr))

とおくと
Li(k̃; z) = Li(k̃†; z)

が成り立つ.

定義より Li(k1, . . . , kr; {1}r;−1) = T (k1, . . . , kr) であるから, これは多重 T 値の双対性の一般化である. [HIST]

では Li(k̃; z) の積分表示を用いて変数変換により双対性を証明している一方で, Yamamoto [Y5] では Seki–Yamamoto

[SY1] の連結和法に変数をつける形で証明がなされている (Li(k̃; z) はもともと反復積分によって定義されており, 級
数による表示も [Y5] で与えられたものである.).

2.7.3. パラメータ付き多重ゼータ値. 許容インデックス k = (k1, . . . , kr) と Re(α) > 0 に対し

Z(k;α) :=
∑

0≤n1<···<nr

 ∏
n1<i≤nr

i

α+ i

 1

(n1 + α)k1 · · · (nr + α)kr

とおく29. これは Igarashi [I1] によって定義された級数であり, Ohno 関係式と巡回和公式の類似が見つかっている:

定理 2.7.13 (巡回和公式; Igarashi [I1, Theorem 1.1 (i)]). 許容インデックス k = (k1, . . . , kr) が 1 でない成分を持
つとき, Re(α) > 0 に対し

r∑
i=1

ki−2∑
j=0

Z(j + 1,k[i],k[i−1], ki − j;α) =
r∑

i=1

Z(k[i],k[i−1], ki + 1)

が成り立つ30.

定理 2.7.14 (Ohno 関係式; Igarashi [I2, Theorem 1.1]). 許容インデックス k と Re(α) > 0 に対し∑
e∈Zdep(k)

≥0

wt(e)=h

Z(k⊕ e;α) =
∑

e∈Zdep(k†)
≥0

wt(e)=h

Z(k† ⊕ e;α)

が成り立つ.

29Seki–Yamamoto の連結和 Z(k; l) と混同してはいけない.
30ここでは省略するが, スター版も同論文で示されている.
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2.7.4. Mordell–Tornheim 型多重ゼータ値. 本小々節の内容は [Q] に基づく.

定義 2.7.15 (Matsumoto [Mat, (1.4)]). 正整数 k1, . . . , kr, kr+1 に対して定まる実数

ζMT(k1, . . . , kr; kr+1) :=
∑

n1,...,nr≥1

1

nk1
1 · · ·n

kr
r (n1 + · · ·+ nr)kr+1

を Mordell–Tornheim 型多重ゼータ値 と呼ぶ.

これらは通常の多重ゼータ値 (Mordell–Tornheim 型と区別するため, 定義 2.1.1 の級数を Euler–Zagier 型とも呼
ぶ.) が定義されるのに先立って Tornheim [To] や Mordell [Mo] によって r = 2 の場合が調べられていたようである.
このケースでは Riemann ゼータ値の多項式で明示的に

ζMT(k, k; k) =
4

1 + 2(−1)k

⌊k/2⌋∑
i=0

(
2k − 2i− 1

i− 1

)
ζ(2i)ζ(3k − 2i) (k ≥ 1)

と書けることが示されていた (Huard–Williams–Nan-Yue [HWN, Theorem 3]) が, 実は一般に多重ゼータ値の空間に
入っていることがわかっている:

定理 2.7.16 (Kamano [Kam1, Remark 2.2]). 正整数 k1, . . . , kr, kr+1 に対し
ζ(k1, . . . , kr; kr+1) = Z((zk1

x · · ·x zkr
)e

kr+1

0 )

が成り立つ.

実際は Bradley–Zhou [BZ, Theorem 1.1] によって (右辺を明示しない形で) 空間の包含のみが示されていたが, 逆
に任意の Euler–Zagier 型 MZV が Mordell–Tornheim 型 MZV の Q 係数線型和で書けるか, という問題は未解決で
ある ([BTT2, Conjecture 2.4]). また, 以下に述べるように, 深さ (ここでは定義 2.7.15 における r+ 1 のこととする)
3, 4 では和公式が見つかっているが, 深さ 5 では未だ解かれていない.

定理 2.7.17 (Pallewatta [P, Theorem 2.1]). 整数 k ≥ 3 に対し∑
(k1,k2,k3)∈I(k,3)

ζMT(k1, k2; k3) = (k − 1)ζ(k)

が成り立つ.

定理 2.7.18 (Pallewatta [P, Theorem 2.2]). 整数 k ≥ 3 に対し∑
(k1,k2,k3,k4)∈I(k,4)

ζMT(k1, k2, k3; k4) =
(k − 1)(k + 4)

4
ζ(k)

が成り立つ.

予想 2.7.19 (Pallewatta [P, Conjecture]). 整数 k ≥ 2 に対し∑
(k1,k2,k3,k4,k5)∈I(2k+1,5)

ζMT(k1, k2, k3, k4; k5)

= k(2k + 3)ζ(2k + 1) +
1

3

k−1∑
i=0

(2i− 1)(2i− 2)(2− 22k+1−2i)ζ(2i)ζ(2k + 1− 2i)

が成り立つであろう.

3. 有限多重ゼータ値
3.1. 有限多重ゼータ値の定義. 多重調和和の定義を注意 2.3.36 に遡って思い出しておく.

定義 3.1.1. 環 A を
A :=

(∏
p

Z/pZ

)/ (⊕
p

Z/pZ

)
で定める. ここで p はすべての素数を渡る. 有限個の素数 p を除いて Z/pZ が与えられているとき, 例外となる素数は
ap = 0 など適当な値を割り振っておくことで (ap)p ∈ A が一意に定まる. 誤解の恐れがないとき, その元を ap と書く.
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A の元 ap, bp が等しい必要十分条件は有限個の素数 p を除いて ap = bp が成り立つことである. また, 有理数 r/s
に対し s を割り切らない素数には ap = r mod p を, そうでない素数 p には ap = 0 を割り当てることで単射準同型
r/s 7→ (ap)p ∈ A が構成できて, これによって A は Q 代数の構造を持つ.

定義 3.1.2. インデックス k に対し A の元
ζA(k) = (ζ<p(k) mod p)p, ζ⋆A(k) = (ζ⋆<p(k) mod p)p

を定め, それぞれ有限多重ゼータ値 (finite multiple zeta value, FMZV ), 有限多重ゼータスター値 (finite multiple zeta
star value, FMZSV ) と呼ぶ. ここで ζ⋆<M (k) := ζ<M (k⋆) とおいた.

有限多重ゼータ (スター) 値はときどき A-多重ゼータ (スター) 値と呼ばれることもある.

定義 3.1.3. 正整数 k に対し
ZA,k := spanQ{ζA(k) | wt(k) = k}

とおく. また, ZA,0 = Q とし, 重さを問わずすべての有限多重ゼータ値が生成する空間を
ZA :=

∑
k≥0

ZA,k ⊆ A

を定めておく.

予想 3.1.4. 数列 d′k を多重ゼータ値の予想次元 (定理 2.1.3 で定義したもの) としたとき
dimQZA,k = d′k−3

が成り立つであろう.

予想 3.1.5. 空でないインデックス k が存在して ζA(k) 6= 0 となる.

Hoffman 代数の記号を用いて, Q 線型写像 ZA : H
1 → A を zk 7→ ζA(k) から定める.

3.2. 有限多重ゼータ値の関係式. 今後の利便性のため, 正整数 k に対し

ZA(k) :=
Bp−k

k
=

(
Bp−k

k
mod p

)
p

∈ A

と定める. ここから述べる定理たちは便宜上いくつかの小々節に分類しているが, その枠を飛び越えて引用することも
多い. 頻繁に行き来することは面倒であるが許されたい.

3.2.1. 特殊値.

定理 3.2.1 (Hoffman [Ho4, Theorem 4.3], Zhao [Zh1, Lemma 2.2]). 任意の正整数 k に対し
ζA(k) = 0

が成り立つ.

Proof. 素数 p であって k が p− 1 の倍数でないものをとる. このとき c ∈ (Z/pZ)× に対し
ckζ<p(k) =

∑
a∈(Z/pZ)×

(c−1a)−k = ζ<p(k)

であるから (ck − 1)ζ<p(k) = 0 となり, 1 でない c をとることで定理を得る. □

定理 3.2.2 (Hoffman [Ho4, (15)], Zhao [Zh1, Theorem 2.13]). 正整数 k, r に対し
ζA({k}r) = ζ⋆A({k}r) = 0

が成り立つ.

Proof. 対称和公式 (定理 3.2.23) において k = {k}r とすればよい. □

補題 3.2.3. 正整数 a, b, k1, k2 に対し
ζA({a}k1 , b, {a}k2) = (−1)(a−1)(k1+k2)+bζ⋆A({a}k1 , b, {a}k2)

が成り立つ.



42 川村花道 (HANAMICHI KAWAMURA)

Proof. 命題 1.3.7 と調和関係式 (定理 3.2.16) より

ζ⋆A({a}k2 , b, {a}k1) =

k1+k2+1∑
l=1

∑
(k1,...,kl)=({a}k1 ,b,{a}k2 )

k1,...,kl ̸=∅

(−1)k1+k2+1−lζA(k1) · · · ζA(kl)

であるが, 右辺の和は l > 1 のとき必ず k1, . . . ,kl のいずれかが {a}k (k ≥ 1) の形になる. 一方で定理 3.2.2 より
ζA({a}k) = 0 なので l = 1 の項のみが残り

ζ⋆A({a}k2 , b, {a}k1) = (−1)k1+k2ζA({a}k1 , b, {a}k2)

となる. 左辺に反転公式 (系 3.2.20) を適用することで示したい等式を得る. □

定理 3.2.4 (Hoffman [Ho4, Theorem 6.1], Zhao [Zh1, Theorem 1.7]). 正整数 k1, k2 に対し

ζA(k1, k2) = ζ⋆A(k1, k2) = (−1)k2

(
k1 + k2
k1

)
ZA(k1 + k2)

が成り立つ.

Proof. 一つ目の等号はスター値の定義と定理 3.2.1 よりわかる. さて p を十分に大きい素数としたとき Fermat の小
定理と Faulhaber の公式 (命題 2.3.5) より

ζ<p(k1, k2)
mod p
≡

p−1∑
n2=1

n−k2
2

n2−1∑
n1=1

np−1−k1

1 =

p−1∑
n2=1

n−k2
2

1

p− k1

p−1−k1∑
j=0

(
p− k1
j

)
Bjn

p−k1−j

となるが, n1 に関する和を考えると定理 3.2.1 と同様の議論により p− k1 − k2 − j = 0 のケースを除いて 0 となる.
したがって j = p− k1 − k2 の項だけを取ると

ζ<p(k1, k2) ≡
1

k1

(
p− k1
k2

)
Bp−k1−k2 ≡

(−1)k2

k1 + k2

(
k1 + k2
k1

)
Bp−k1−k2 mod p

を得る. □

定理 3.2.5 (Zhao [Zh1, Theorem 3.18 (ii)]). 正整数 r と正の奇数 k1, k2 に対し
ζA({k1, k2}r) = ζ⋆A({k1, k2}r) = 0

が成り立つ.

Proof. スター値の定義と調和関係式 (定理 3.2.16), 定理 3.2.1 より
ζ⋆A({k1, k2}r) = ζA({k1, k2}r) + ζA(k1 + k2)ζ

⋆
A({k1, k2}r−1) = ζA({k1, k2}r)

となって一つ目の等号はわかる. 二つ目の等号を r の帰納法で示す. r = 1 のときは命題 3.2.4 より明らかで, r− 1 の
ケースを仮定すると命題 1.3.7 と反転公式 (定理 3.2.20) より

ζ⋆A({k1, k2}r) =
r∑

l=1

∑
(k1,...,kl)={k1,k2}r

k1,...,kl ̸=∅

(−1)lζA(k1) · · · ζA(kl)

となる. 右辺の和において, l > 1 ならばある正整数 N < r が存在して k1 = {k1, k2}N もしくは k1 = ({k1, k2}N , k1)
と書ける. 前者の場合は帰納法の仮定より ζA(k1) = 0 となって, 後者の場合は反転公式と k1 が奇数であることを使
うと ζA(k1) = 0 がわかる. ゆえに結局 l = 1 の項だけが残って

ζ⋆A({k1, k2}r) = −ζA({k1, k2}r)

となり, 先ほど示した一つ目の等号より結論を得る. □

定理 3.2.6 (Hoffman [Ho4, Theorem 6.2], Zhao [Zh1, Theorem 3.5]). 正の奇数 k と和が k になる正整数 k1, k2, k3
に対し

ζA(k1, k2, k3) = −ζ⋆A(k1, k2, k3) =
1

2

(
(−1)k1

(
k

k1

)
− (−1)k3

(
k

k3

))
ZA(k)

が成り立つ.
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Proof. 命題 1.3.7 で k = (k1, k2, k3) として調和関係式 (定理 3.2.16) を用いることで
ζ⋆A(k1, k2, k3) = ζA(k1, k2, k3)− ζA(k1)ζA(k2, k3)− ζA(k1, k2)ζA(k3) + ζA(k1)ζA(k2)ζA(k3)

が成り立つ. 定理 3.2.1 と系 3.2.20 を用いることで一つ目の等号がわかる. 一方でスター値の定義から ζ⋆A(k1, k2, k3)
を分解して定理 3.2.1, 定理 3.2.4 を使うと

ζ⋆A(k1, k2, k3) = ζA(k1, k2, k3) +

(
(−1)k2+k3

(
k

k1

)
+ (−1)k3

(
k

k1 + k2

))
ZA(k)

であるため k が奇数であることとたった今示した一つ目の等号から残りの主張を得る. □

定理 3.2.7 (Hessami-Pilehrood–Hessami-Pilehrood–Tauraso [HHT, Theorem 4.3]). 非負整数 k1, k2 に対し

ζA({1}k1 , 2, {1}k2) = (−1)k1+k2ζ⋆A({1}k1 , 2, {1}k2) = (−1)k2

(
k1 + k2 + 2

k1 + 1

)
ZA(k1 + k2 + 2)

が成り立つ.

Proof. 一つ目の等号は補題 3.2.3より従う. 二つ目の等号を示す: Hoffman双対性 (定理 3.2.21)を k = ({1}k1 , 2, {1}k2)
として用いることで ζ⋆A({1}k1 , 2, {1}k2) = −ζ⋆A(k1 + 1, k2 + 1) となり, この右辺は定理 3.2.4 より

−ζ⋆A(k1 + 1, k2 + 1) = (−1)k2

(
k1 + k2 + 2

k1 + 1

)
ZA(k1 + k2 + 2)

と計算できる. □

定理 3.2.8 (Hessami-Pilehrood–Hessami-Pilehrood–Tauraso [HHT, Theorem 4.2]). 非負整数 k1, k2 に対し
ζA({2}k1 , 1, {2}k2) = (−1)k1+k2+1ζ⋆A({2}k1 , 1, {2}k2)

=
4(−1)k1+k2(k1 − k2)

2k2 + 1

(
1− 1

4k1+k2

)(
2k1 + 2k2 + 1

2k1 + 1

)
ZA(2k1 + 2k2 + 1)

が成り立つ.

定理 3.2.9 (Hessami-Pilehrood–Hessami-Pilehrood–Tauraso [HHT, Theorem 4.1]). 非負整数 k1, k2 に対し

ζA({2}k1 , 3, {2}k2) = (−1)k1+k2+1ζ⋆A({2}k1 , 3, {2}k2) = 2(−1)k1+k2
k1 − k2
k2 + 1

(
2k1 + 2k2 + 3

2k1 + 2

)
ZA(2k1 + 2k2 + 3)

が成り立つ.

3.2.2. Bowman–Bradley 型定理. ここでは Saito–Wakabayashi [SW1] による有限多重ゼータ値の Bowman–Bradley
型定理の証明を解説する. インデックス単位のシャッフル x̃ の定義を定理 2.3.24 に遡って思い出しておく. 非負整数
の組 (k1, k2) 6= (0, 0) に対し

Lk1,k2
:= {(a1, . . . , ak1 ; b1, . . . , bk1 ; c1, . . . , ck2 | a1, . . . , ak1 , b1, . . . , bk1 は正の奇数, c1, . . . , ck2 は正の偶数 }

と書き, a ∈ Lk1,k2
に対し

Ia :=
∑

σ,τ∈Sk1

(aσ(1), bτ(1), . . . , aσ(k1), bσ(k1)) x̃ (c1) x̃ · · · x̃ (ck2)

とおく31. また, 任意の a ∈ Lk1,k2 に対し ζA(Ia) = ζ⋆A(Ia) = 0 が成り立つ, という命題を Pk1,k2 と書く.

補題 3.2.10 (Saito–Wakabayashi [SW1, Lemma 2.2]). 正整数 k1 に対し Pk1,0 が正しいならば任意の非負整数 k2 に
対し Pk1,k2

は正しい.

Proof. k2 の帰納法で示す. 始点は仮定より問題ない. 調和積の定義より
a = (a1, . . . , ak1

; b1, . . . , bk1
; c1, . . . , ck2

) ∈ Lk1,k2

に対し
(a1, b1, . . . , ak1

, bk2
) ∗ ((c1) x̃ · · · x̃ (ck2

))

31以後も対称群の元として τ という記号を用いることがあるが, 双対インデックスの定義を述べるのに用いた H の反自己同型 τ や補間多重
ゼータ値で用いた形式的変数 τ と混同してはならない.
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=
∑

X⊆{1,...,2k1}

∑
f : X→{1,...,k2}

単射

(a1 + d1, b1 + dk1+1, . . . , ak1
+ dk1

, bk1
+ d2k1

) x̃ (e1) x̃ · · · x̃ (ek2
)

である. ここで
di =

{
cf(i) (i ∈ X)

0 (i /∈ X)
, ej =

{
cj (j /∈ f(X))

1 (j ∈ f(X))

とおいた. 両辺で ai, bi を aσ(i), bσ(i) に置き換え, σ, τ ∈ Sk1
全体で和を取ることで

I(a1,...,ak1
;b1,...,bk1

;∅) ∗ ((c1) x̃ · · · x̃ (ck2
))

=
∑

X⊆{1,...,2k1}

∑
f : X→{1,...,k2}

単射

I(a1+d1,...,ak1
+dk1

;b1+dk1+1,...,bk1
+d2k1

;e1,...,ek2
)

= Ia +
∑

∅ ̸=X⊆{1,...,2k1}

∑
f : X→{1,...,k2}

単射

I(a1+d1,...,ak1
+dk1

;b1+dk1+1,...,bk1
+d2k1

;e1,...,ek2
)

となる. 最後の和にある ((a1 + d1, . . . , ak1 + dk1 ; b1 + dk1+1, . . . , bk1 + d2k1 ; e1, . . . , ek2)) はいずれも Lk1,k′
2
(k′2 < k2)

の元であるため, 帰納法の仮定により ζA, ζ
⋆
A での像が 0 になる. 一方で左辺は調和関係式 (定理 3.2.16) と対称和公

式 (3.2.23) より 0 になるため補題を得る □

補題 3.2.11 (Saito–Wakabayashi32 [SW1, Lemma 2.3]). 正整数 k1 に対し, 0 < k′1 < k1 の範囲で Pk′
1,0
が正しいな

らば任意の a ∈ Lk1,0 に対し ζA(Ia) + ζ⋆A(a) = 0 が成り立つ.

Proof. 正整数 k1 に対し Ik1,0 の元 a = (a1, . . . , ak1
; b1, . . . , bk1

;∅) を任意にとり, i ∈ {0, . . . , k1} に対し
Pi(a) :=

∑
σ,τ∈Sk1

ζA(aσ(1), bτ(1), . . . , aσ(i), bτ(i))ζ
⋆
A(bτ(k1), aσ(k1), . . . , bτ(i+1), aσ(i+1)),

Qi(a) := δi,0
∑

σ,τ∈Sk1

ζA(aσ(1), bτ(1), . . . , aσ(i−1), bτ(i−1), aσ(i))ζ
⋆
A(bτ(k1), aσ(k1), . . . , bτ(i+1), aσ(i+1), bτ(i))

とおく. このとき対蹠関係式 (定理 3.2.17) を符号に応じて分けることで
k1∑
i=0

Pi(Ia)−
k1∑
i=1

Qi(Ia) = 0

となる. 定義より明らかに P0(a) = ζA(Ia) であり, 反転公式 (定理 3.2.20) により Pk1
(a) = ζ⋆A(Ia) である (wt(Ia)

が偶数であることに注意) ことから, 示すべきことは Pi = 0 (i ∈ {1, . . . , k1 − 1}) と Qi = 0 (i ∈ {1, . . . , k1}) となる.
前者は

Pi =
∑

A⊔A⋆=B⊔B⋆={1,...,k1}
|A|=|B|=i

( ∑
σ′ : {1,...,i}→A
τ ′ : {1,...,i}→B

全単射

ζA(aσ′(1), bτ ′(1), . . . , aσ′(i), bτ ′(i))

)

·

( ∑
σ′ : {i+1,...,k1}→A⋆

τ ′ : {i+1,...,k1}→B⋆

全単射

ζ⋆A(aσ′(i+1), bτ ′(i+1), . . . , aσ′(k1), bτ ′(k1))

)

と計算できるが, 補題の仮定によりこれは 0 になる. 後者も同様に分解し, 反転公式を用いることで a, b が奇数である
ことより 0 になることがわかる. □

補題 3.2.12 (Saito–Wakabayashi [SW1, Lemma 2.4]). 正整数 k1 に対し, 0 < k′1 < k1 と k2 ≥ 0 の範囲で Pk′
1,k2
が

正しいならば任意の a ∈ Lk1,0 に対し ζA(Ia) = ζ⋆A(Ia) が成り立つ.

32原論文では Pk′
1,0
だけでなく任意の k2 ≥ 0 に対し Pk1,k2

を仮定しているが, 証明を見る限りそこまでは必要ないように思える. どちらで
あっても主定理の証明に差し支えはない.
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Proof. 正整数 k1 と a = (a1, . . . , ak1 ; b1, . . . , bk1 ;∅) ∈ Ik1,0 をとる. 定義より
I⋆a =

∑
σ,τ∈Sk1

∑
◦:, or +

(aσ(1) ◦ bτ(1) ◦ · · · ◦ aσ(k1) ◦ bτ(k1))

であるが, 右辺の和において ◦ が + になることで隣り合う成分がどのように足し合わされるかを考える: 現れるイン
デックスの成分は

aσ(i) + bτ(i) + · · ·+ bσ(i+j−1) + aσ(i+j),

bτ(i) + aσ(i+1) + · · ·+ aσ(i+j) + bσ(i+j),

aσ(i) + bτ(i) + · · ·+ aσ(i+j) + bσ(i+j)

のいずれかの形になる. 一つ目は au たちの方が一つ多く, 二つめは bu たちの方が一つ多く, 三つ目は現れる au たち
と bu たちの数が等しい. これを集合のことばに翻訳する: M ≥ 0 に対し, 集合

A1, . . . , AM , B1, . . . , BM , C1, . . . , C2M+1

であって, 次の条件を満たすものを考える33.

• {A1, . . . , AM , B1, . . . , BM , C1, . . . , C2M+1} のいずれの要素も共通部分を持たない.
• 任意の 1 ≤ i ≤M に対し Ai, Bi は空でない.
• (

M⊔
i=1

(Ai tBi)

)
t

(
2M+1⊔
i=1

(Ci)

)
= {(0, 1), . . . , (0, k1), (1, 1), . . . , (1, k1)}.

• 任意の 1 ≤ i ≤M に対し |{j | (0, j) ∈ Ai}| = |{j | (1, j) ∈ Ai}|+ 1.
• 任意の 1 ≤ i ≤M に対し |{j | (0, j) ∈ Bi}|+ 1 = |{j | (1, j) ∈ Bi}|.
• 任意の 1 ≤ i ≤ 2M + 1 に対し |{j | (0, j) ∈ Ci}| = |{j | (1, j) ∈ Ci}|.

このような性質を満たす集合全体の和を取るとき単に ∑
Ai,Bi,Ci

と書くことにし, ◦ ∈ {A,B,C} に対し

lσ,τ◦i :=

{(∑
(ε,j)∈◦i(δε,0aσ(j) + δε,1bτ(j))

)
(◦i 6= ∅)

∅ (◦i = ∅)

とおく. このとき ∑
◦:, or +

(aσ(1) ◦ bτ(1) ◦ · · · ◦ aσ(k1) ◦ bτ(k1))

=

k1∑
M=0

∑
A1,...,AM
B1,...,BM

C1,...,C2M+1

(lσ,τC1
, lσ,τA1

, lσ,τC2
, lσ,τB1

, . . . , lσ,τC2M−1
, lσ,τAM

, lσ,τC2M
, lσ,τBM

, lσ,τC2M+1
)

が成り立つ. ゆえに∑
σ,τ∈Sk1

∑
◦:, or +

(aσ(1) ◦ bτ(1) ◦ · · · ◦ aσ(k1) ◦ bτ(k1))

=

k1∑
M=0

∑
A1,...,AM
B1,...,BM

C1,...,C2M+1

(
M∏
i=1

Q(Ai)Q(Bi)

)

·
∑

σ,τ∈SM
ρ∈S2M+1

(lid,idCρ(1)
, lid,idAσ(1)

, lid,idCρ(2)
, lid,idBτ(1)

, . . . , lid,idCρ(2M−1)
, lid,idAσ(M)

, lid,idCρ(2M)
, lid,idBτ(M)

, lid,idCρ(2M+1)
)

=

k1∑
M=0

∑
A1,...,AM
B1,...,BM

C1,...,C2M+1

(
M∏
i=1

Q(Ai)Q(Bi)

) ∑
σ,τ∈SM

(lid,idAσ(1)
, lid,idBτ(1)

, . . . , lid,idAσ(M)
, lid,idBτ(M)

) x̃ lid,idC1
x̃ · · · x̃ lid,idC2M+1

33Ci には空集合を許すので, {(0, 1), . . . , (0, k1), (1, 1), . . . , (1, k1)} の分割になるとは限らない.
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である. ここで
Q(X) := |{j | (0, j) ∈ X}|!|{j | (1, j) ∈ X}|!

とおいた. さて右辺の和において M = k1 のとき和の中身は Ia に他ならず, 0 ≤ M ≤ k1 − 1 のときは和の中身が
IM,j (0 ≤ j ≤ 2M + 1) の元であるから, 両辺に写像 ζA を適用することで補題の仮定より結論を得る. □

定理 3.2.13 (Saito–Wakabayashi [SW1, Theorem 1.6]). 非負整数の組 (k1, k2) 6= (0, 0) に対し Pk1,k2
が正しい.

Proof. 対称和公式 (命題 3.2.23) より任意の k2 ≥ 1 に対し P0,k2 は正しい. 正整数 k1 の帰納法を用いて任意の k2 ≥ 0
に対し Pk1,k2

が成り立つことを示す. 始点 P1,0 は定理 3.2.1 より正しく, ゆえに補題 3.2.10 により P1,k2
(k2 ≥ 0) は

正しい. 正整数 k1 を固定し, 任意の 1 ≤ k′1 < k1 と k2 ≥ 0 に対し Pk′
1,k2
が正しいとすると補題 3.2.11 と補題 3.2.12

によって Pk1,0 が成り立つ. したがって補題 3.2.10 により Pk1,k2
がいえた. □

系 3.2.14 (Bowman–Bradley 型定理; Saito–Wakabayashi [SW2, Theorem 1.4]). 非負整数の組 (k1, k2) 6= (0, 0) と正
の奇数 a, b, 正の偶数 c に対し∑

n1,...,n2k1+1≥0
n1+···+n2k1+1=k2

ζA({c}n1 , a, {c}n2 , b, . . . , {c}n2k1−1 , a, {c}n2k1 , b, {c}2k1+1)

=
∑

n1,...,n2k1+1≥0
n1+···+n2k1+1=k2

ζ⋆A({c}n1 , a, {c}n2 , b, . . . , {c}n2k1−1 , a, {c}n2k1 , b, {c}2k1+1) = 0

が成り立つ.

Proof. 定理 3.2.13 において a = ({a}k1 ; {b}k1 ; {c}k2) とすればわかる. □

3.2.3. Le–Murakami/Aoki–Ohno 型関係式.

定理 3.2.15 (Le–Murakami/Aoki–Ohno型関係式; Kaneko–Oyama–Saito [KOS, Theorem 1.1]). 正整数 k, s (k ≥ 2s)
に対し ∑

k∈I0(k,−,s)

(−1)dep(k)ζA(k) =
∑

k∈I0(k,−,s)

ζ⋆A(k) = 2

(
1− 1

2k−1

)(
k − 1

2s− 1

)
ZA(k)

が成り立つ.

3.2.4. 複シャッフル関係式.

定理 3.2.16 (調和関係式). インデックス k, l に対し
ζA(k ∗ l) = ζA(k)ζA(l), ζ⋆A(k ∗ l) = ζ⋆A(k)ζ

⋆
A(l)

が成り立つ.

Proof. 注意 2.3.36 より従う. □

系 3.2.17 (対蹠関係式). インデックス k に対し
dep(k)∑
j=0

(−1)jζA(k[i])ζ
⋆
A(
←−
k[i]) = δk,∅

が成り立つ.

Proof. 定理 3.2.16 と系 1.3.6 より従う. □

補題 3.2.18 (Seki [Se5, Lemma 2.5]). w, w′ ∈ H1 に対し
S1(w)S1(w′) = S1(ww′ − we0L−1e1 (w′))

が成り立つ. ここで L−1e1 は先頭の e1 を除去する写像 (定数なら 0 に送る) である.
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定理 3.2.19 (シャッフル関係式; Kaneko–Zagier [KZ], Ono [On1, Corollary 4.1], Seki [Se4, Proposition 3.2]). イン
デックス k, l に対し

ζA(kx l) = (−1)wt(l)ζA(k,
←−
l ), ζ⋆A(kx l) = (−1)wt(l)(ζ⋆A(k,

←−
l )− ζ⋆A(k ]

←−
l ))

が成り立つ. ここでインデックス k = (k1, . . . , kr), l = (l1, . . . , ls) に対し
k ] l = δr,0(k1, . . . , kr−1, kr + l1, l2, . . . , ls)

とおいた.

Proof by Kaneko–Zagier. 定理 3.4.13 の Seki による証明で p 進展開を mod p に置き換えたものである. □

Proof by Seki. インデックス k = (k1, . . . , kr), l = (l1, . . . , ls), h = (h1, . . . , hc) (r, s ≥ 1, c ≥ 0) と正整数 N に対し

Zx
N (k; l;h) =

∑
0<m1<···<mr
0<n1<···<ns

mr+ns=r1<···<rc≤N

(
r∏

i=1

1

mki
i

)
·mrnsr1

 c∏
f=1

1

r
hf

f

 ·
 s∏

j=1

1

n
lj
j


とおくと, 部分分数分解

1

mn
=

(
1

m
+

1

n

)
1

m+ n

によって
Zx
N (k; l;h) = Zx

N (l;k;h)

Zx
N (k↑; l↑;h) = Zx

N (k; l↑;h↑) + Zx
N (k↑; l;h↑)

Zx
N (k→; l; ↑h) = Zx

N (k↑; l;←h)

が成り立つ. Zx
p−1(k↑; l↑; 1) から初めてこれらを繰り返し使うことで ζ<p(kx l) に落ち着き, 一方で境界条件

Zx
p−1(k↑; l↑; 1) ≡ (−1)wt(l)ζ<p(k,

←−
l ) (mod p)

を適用することで証明が完成する. スター側の証明は補題 3.2.18 と (
←−
k )⋆ =

←−
k⋆ よりわかる. □

系 3.2.20 (反転公式). インデックス k に対し
ζA(k) = (−1)wt(k)ζA(

←−
k ), ζ⋆A(k) = (−1)wt(k)ζ⋆A(

←−
k )

が成り立つ.

3.2.5. Hoffman 双対性.

定理 3.2.21 (Hoffman 双対性; Hoffman [Ho4, Theorem 4.6], Bachmann–Takeyama–Tasaka [BTT1, Theorem 2.15],
Yamamoto [Y3, Theorem 1.1], Seki–Yamamoto [SY2, Corollary 2.3]). インデックス k に対し

ζ⋆A(k) = −ζ⋆A(k∨)

が成り立つ.

Proof by Seki–Yamamoto. 連結和法によって証明する: 正整数 N , インデックス k = (k1, . . . , kr), l = (l1, . . . , ls) に
対し

ZN (k; l) :=
∑

0<m1≤···≤mr≤n1≤···≤ns≤ns+1=N

1

mk1
1 · · ·m

kr
r

· (−1)mr−1mr

(
n1
mr

)
1

nl11 · · ·n
ls
s

と定めると, 非負整数 m,n に対し∑
m≤a≤n

1

a
· (−1)a−1a

(
n

a

)
=

1

n
(−1)m−1m

(
n

m

)
,

1

m
· (−1)m−1m

(
n

m

)
=

∑
m≤a≤n

1

a
(−1)m−1m

(
a

m

)
が成り立つことから

ZN (k→; l) = ZN (k; ↑l) (l 6= ∅),

ZN (k↑; l) = ZN (k;←l) (k 6= ∅)



48 川村花道 (HANAMICHI KAWAMURA)

となる. インデックス k = (k1, . . . , kr) に対しこれらの関係式を ZN (k↑;∅) へ繰り返し適用することで∑
0<m1≤···≤mr≤N

(−1)mr−1

mk1
1 · · ·m

kr
r

(
N

mr

)
= ZN (k↑;∅) = · · · = ZN (1;k∨) = ζ<N+1(k

∨)

となり, N = p− 1 とすることで定理を得る. □
注意 3.2.22. Hoffman はこの双対性が次の主張と同値であることを示している: インデックス k を縮約インデック
スに持つようなインデックスすべての形式的線型和を ϕ̃(k) と書く, つまり

ϕ̃(k) =
∑
k⪯l

l

としたとき
ζA(k) = (−1)dep(k)ζA(ϕ̃(k))

である.

3.2.6. 和公式.

定理 3.2.23 (対称和公式; Hoffman [Ho4, Theorem 4.4]). インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し∑
σ∈Sr

ζA(kσ(1), . . . , kσ(r)) =
∑
σ∈Sr

ζ⋆A(kσ(1), . . . , kσ(r)) = 0

が成り立つ.

Proof. Hoffman 代数のレベルで成り立つ (命題 1.3.8) の両辺に ζA を適用することで定理 3.2.1 よりわかる. □
以後 ? ∈ {∅, ⋆} とし, 正整数 k, r, i (i ≤ r < k) に対し

Ii(k, r) = {k = (k1, . . . , kr) ∈ Zr
≥1 | wt(k) = k, ki ≥ 2},

S?
1;k,r,i :=

∑
k∈Ii(k,r)

ζ?A(k) b1;k,r,i := (−1)i
((

k − 1

i− 1

)
+ (−1)r

(
k − 1

r − i

))
とおく.

補題 3.2.24 (Saito–Wakabayashi [SW1, Proposition 2.2]). 整数 1 ≤ i < r < k に対し
(r − i)S1;k,r,i + iS1;k,r,i+1 + (k − r)S1;k,r−1,i = (r − i)S⋆

1;k,r,i + iS⋆
1;k,r,i+1 − (k − r)S⋆

1;k,r−1,i = 0

が成り立つ.

Proof. ε を ? = ∅ なら 1, ? = ⋆ なら −1 をとる符号とする. 調和関係式 (定理 3.2.16) において片側の深さを 1 にと
ると, 正整数 k1, . . . , kr−1, l に対し

r∑
j=1

ζ?A(k1, . . . , kj−1, l, kj , . . . , kr−1) + ε

r−1∑
j=1

ζ?A(k1, . . . , kj + l, . . . , kr−1) = 0

である. 第一項において (k1, . . . , kr−1, l) ∈ Ii(k, r) で和を取ると (r − i)S?
1;k,r,i + iS?

1;k,r,i+1 となる. 第二項から ε を
除いたもので同じ和を取って (k − r)S?

1;k,r−1,i になることを示せばよい. 写像
Ik,r,i × {1, . . . , r − 1} 3 ((k1, . . . , kr−1, l), j) 7→ (k1, . . . , kj + l, . . . , kr−1) ∈ Ik,r−1,i

において (l1, . . . , lr−1) ∈ Ik,r−1,i のファイバーを評価する: i に一致しない j ∈ {1, . . . , r− 1} に対しては lj に来るの
が (kj , l) ∈ {(lj − 1, 1), . . . , (1, lj − 1)} の li − 1 個であり, li に来るのは (ki, l) ∈ {(li − 1, 1), . . . , (2, li − 2)} の li − 2
個であるから実際は ∑

(k1,...,kr−1,l)∈Ii(k,r)

r−1∑
j=1

ζA(k1, . . . , kj + l, . . . , kr−1)

=
∑

(l1,...,lr−1)∈Ik,r−1,i

li − 2 +
∑

j∈{1,...,r−1}\{i}

(lj − 1)

ζ(l1, . . . , lr−1)
= (k − r)S?

1;k,r−1,i
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となる. □

定理 3.2.25 (和公式; Saito–Wakabayashi [SW1, Theorem 1.4]). 正整数 1 ≤ i ≤ r < k に対し

S1;k,r,i = (−1)rS⋆
1;k,r,i = (−1)i

((
k − 1

i− 1

)
+ (−1)r

(
k − 1

r − i

))
ZA(k)

が成り立つ.

Proof. まず補題 3.2.24 を用いてスターのない側を r の backward induction で示す. 補題 3.2.8 より

S1;k,k−1,i = ζA({1}i−1, 2, {1}k−i−1) = (−1)k−i−1
(
k

i

)
ZA(k)

であるが, k が偶数ならば ZA(k) = 0 なのでよく, k が奇数でも

b1;k,k−1,i = (−1)i
((

k − 1

i− 1

)
+

(
k − 1

i

))
= (−1)i

(
k

i

)
ZA(k)

となって確かめられる. さて一般の r では補題 3.2.24 より
(r − i)b1;k,r,i + ib1;k,r,i+1 + (k − r)b1;k,r−1,i = 0

を示せば十分であるが, これは
(r − i)b1;k,r,i + ib1;k,r,i+1 + (k − r)b1;k,r−1,i

= (−1)i(r − i)
(
k − 1

i− 1

)
+ (−1)i+r(r − i)

(
k − 1

r − i

)
+ (−1)i+1i

(
k − 1

i

)
+ (−1)i+1+ri

(
k − 1

r − i− 1

)
+ (−1)i(k − r)

(
k − 1

i− 1

)
+ (−1)i+r−1(k − r)

(
k − 1

r − i− 1

)
= (−1)i(r − i)

(
k − 1

i− 1

)
+ (−1)i(k − r)

(
k − 1

i− 1

)
+ (−1)i+1(k − i)

(
k − 1

i− 1

)
+ (−1)i+r(k − r + i)

(
k − 1

r − i− 1

)
+ (−1)i+1+ri

(
k − 1

r − i− 1

)
+ (−1)i+r−1(k − r)

(
k − 1

r − i− 1

)
= 0

と計算できる. スター側も初期条件は定理 3.2.8 より同様に確かめられ, ゆえに再び補題 3.2.24 より b⋆1;k,r,i :=

(−1)rb1;k,r,i に対し
(r − i)b⋆1;k,r,i + ib⋆1;k,r,i+1 − (k − r)b⋆1;k,r−1,i = 0

を示せばよいことになるが, これはたった今示したことである. □

注意 3.2.26. 定理 3.2.25 にあるような和の条件 ki ≥ 2 を除去した和公式 (今後は条件ありのものを i-admissible sum
formula, ないものを full sum formula と呼ぶことにする) は, A の場合は 0 になる, 即ち∑

k∈I(k,r)

ζA(k) =
∑

k∈I(k,r)

ζ⋆A(k) = 0

となることが対称和公式 (定理 3.2.23) よりわかる. なお, より一般 (superbity が 2 より大きい場合, §3.3 を参照) の
場合では 0 になるとは限らないことが最近発見されている (定理 3.4.10, 定理 3.4.9). なお, 一般の i に対する補間版
i-admissible sum formula は未解決問題である ([Se1, Conjecture 5.21]).

3.2.7. 導分関係式.

定理 3.2.27 (導分関係式; Murahara [Murah2, Theorem 2.1], Horikawa–Murahara–Oyama [HoMuOy, §5]). 導分 ∂h
を多重ゼータ値の導分関係式 (定理 2.3.27) で定義したものとし, w′ ∈ H に対し Q 線型写像 Rw′ : H→ H を w 7→ ww′

で定める. このとき任意の w ∈ H0 \Q と正整数 h に対し
(ZA ◦R−1e0 ◦ ∂h)(w) = 0

が成り立つ.
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Proof by Horikawa–Murahara–Oyama. Hoffman 双対性の同値な言い換え (注意 3.2.22) によって任意の w ∈ H1 に
対し ZA(w) = ZA(ϕ(w)) であることがわかる (ϕ は定理 2.3.30 で導入した H 上の自己同型である.). ここで w を
(R−1e0 ◦ ∂h ◦Re0)(w) に置き換えることで, 結局

(ZA ◦ ϕ ◦R−1e0 ◦ ∂h ◦Re0)(w) = 0

を示せば十分となる. ここで正整数 h に対し H 上の導分 δh を e0 7→ 0 と e1 7→ e1e
h−1
0 (e0 + e1) で定めると, 調和積

の定義より w ∈ H1 に対し
(R−1e0+e1 ◦ δh ◦Re0+e1)(w) = w ∗ zh

が成り立つことがわかる. 実際 w = zk1,...,kr
とすれば左辺は

R−1e0+e1(wzh(e0 + e1) + δh(w)(e0 + e1)) = wzh +

r∑
i=1

zk[i−1]
zh(e0 + e1)e

ki−1
0 zk[i]

= wzh +

r∑
i=1

(
zk[i−1]

zh+ki
zk[i] + zk[i−1]

zhzk[i−1]

)
= zk ∗ zh

となる. さて ϕ が自己同型, δh が導分なので ϕ ◦ δh ◦ϕ は導分であり, 生成元の移り先を調べることでこれが −∂h に一
致することがわかる. この事実と ϕ2 が恒等写像であること, 等式 ϕ ◦R−1e0 = R−1e0+e1 ◦ϕ を使うことで W ∈ H1 に対し

(ϕ ◦R−1e0 ◦ ∂h ◦Re0)(w) = −(R−1e0+e1 ◦ δh)(ϕ(w)(e0 + e1)) = −ϕ(w) ∗ zh

が成り立ち, 両辺に ZA を適用することで定理 3.2.1 と調和関係式 (定理 3.2.16) より 0 になることがわかる. □

定理 3.2.28 (Quasi-derivation relation; Kaneko–Murahara–Murakami [KMM, Theorem 4.1]). 任意の w ∈ H0 \ Q
と正整数 h, 有理数 c に対し

(ZA ◦R−1e0 ◦ ∂
(c)
h )(w) = ZA(R

−1
e0 (W ))ZA(q

(c)
h )

が成り立つ.

3.2.8. Ohno 関係式系統.

定理 3.2.29 (Ohno 型関係式; Oyama [Oy, Theorem 1.4]). インデックス k に対し r = dep(k), s = dep(k∨) とおく
と, 非負整数 h に対し ∑

e∈Zr
≥0

wt(e)=h

ζA(k⊕ e) =
∑

e∈Zs
≥0

wt(e)=h

ζA((k
∨ ⊕ e)∨)

が成り立つ.

注意 3.2.30. Horikawa–Murahara–Oyama [HoMuOy, Theorem 3.4] がこれと定理 3.2.27 の同値性を示している.

定理 3.2.31 (スター Ohno型関係式; Hirose–Imatomi–Murahara–Saito [HIMS, Theorem 1.4], Seki–Yamamoto [SY2,
Corollary 2.3]). インデックス k に対し r = dep(k), s = dep(k∨) とおくと, 非負整数 h に対し∑

e∈Zr
≥0

wt(e)=h

b2(k; e)ζ
⋆
A(k⊕ e) = −

∑
e∈Zs

≥0

wt(e)=h

ζ⋆A(k
∨ ⊕ e)

が成り立つ. ここで

b2(k1, . . . , kr; e1, . . . , er) =

r∏
i=1

(
ki + ei + δi,1 + δi,r − 2

ei

)
,

(
n− 1

n

)
= δn,0

とおいた.

定理 3.2.32 (二重 Ohno 関係式; Hirose–Murahara–Onozuka–Sato [HMOS, Theorem 2.7]). 非負整数 k1, n1, . . .,
n2k1+1 に対し

k = ({2}n1 , 1, {2}n2 , 3, . . . , {2}n2k1−1 , 1, {2}n2k1 , 3, {2}n2k1+1)
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とおき, r = dep(k), s = wt(k)− r と書く. このとき非負整数 h1, h2 に対し∑
e∈Zr

≥0

wt(e)=h1

f∈Zr
≥0

wt(f)=h2

ζA(k↓ ⊕ e⊕ f) =
∑

e∈Zs
≥0

wt(e)=h1

f∈Zs
≥0

wt(f)=h2

ζA(((k↓)
∨ ⊕ e⊕ f)∨)

が成り立つ.

定理 3.2.33 (Hirose–Murahara–Saito [HMS1, Theorem 1.4]). インデックス k に対し
OA(k) :=

∑
e∈Zdep(k)

≥0

ζ⋆A(k⊕ e)twt(k)+wt(e) +
∑

e∈Zdep(k∨)
≥0

(−1)wt(e)ζ⋆A(k
∨ ⊕ e)twt(k)+wt(e) ∈ A[[t]]

とおき, 正整数 k, i に対し

FA;k,i(t) :=

∞∑
n=k+i+1

(
(−1)k

(
n− 1

k − 1

)
− (−1)i

(
n− 1

i− 1

))
Bp−n

n
tn ∈ A[[t]]

と定める. このとき正整数 k1, k2, k3 に対し

OA(k1, k2, k3) = δk2,1FA;k1,1(t)FA;k3,1(t)−
k2−1∑
i=2

FA;k1,i(t)FA;k3,k2+1−i(t)

が成り立つ.

3.2.9. 巡回和公式.

定理 3.2.34 (巡回和公式; Kawasaki–Oyama [KO, Theorem 1.2]). インデックス k = (k1, . . . , kr) が 1 でない成分を
持つとき

r∑
i=1

ki−1∑
j=0

ζA(j + 1,k[i],k[i], ki − j)

=

r∑
i=1

(
ζA(k

[i],k[i−1], ki + 1) + ζA(k
[i],k[i], 1) + ζA(ki + 1,k[i],k[i−1]) + ζA(1,k

[i],k[i])
)
,

r∑
i=1

ki−1∑
j=0

ζ⋆A(j + 1,k[i],k[i], ki − j) =
r∑

i=1

(
ζ⋆A(k

[i],k[i], 1) + ζ⋆A(1,k
[i],k[i])

)
が成り立つ.

3.2.10. 重み付き和公式.

定理 3.2.35 (一般化重み付き和公式; Kamano [Kam2, Main Theorem]). 正整数 k, r と不定元 x1, x2, y1, y2 に対し∑
0≤i≤k
0≤j≤r

((−1)k+r−i−jxi1x
k−i
2 yj1y

r−j
2 + (xi1y

j
1 + xi2y

j
2)(x1 + x2)

k−i(y1 + y2)
r−j)

∑
k∈I(i+j+1,i+1)

l∈I(k+r−i−j+1,k−i+1)

ζA(k, l) = 0

が成り立つ.

定理 3.2.36 (Hirose–Murahara–Saito [HMS2, Theorem 2]). 正整数 k, r, i (r は奇数, 1 ≤ i ≤ r) に対し∑
k=(k1,...,kr)∈I(k,r)

2kiζA(k) =
∑

k=(k1,...,kr)∈I(k,r)

2kiζ⋆A(k) = 0

が成り立つ.

予想 3.2.37 (Hirose–Murahara–Saito [HMS2, Conjecture 11]). 正整数 k, r と有理数 a, b に対し∑
k=(k0,...,kr)∈I(k,r)

(
(bk0 − ak0)

r∏
i=1

(a+ bi)ki

)
ζA(k) =

∑
k=(k0,...,kr)∈I(k,r)

(
(bk0 − ak0)

r∏
i=1

(a+ bi)ki

)
ζ⋆A(k) = 0

が成り立つであろう.
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3.2.11. その他の関係式.

定理 3.2.38 (一般化制限付き和公式; Murahara–Murakami [MM, Theorem 1.6]). インデックス k = (k1, . . . , kr) と
非負整数 h に対し ∑

l=(l1,...,lr)∈I(r+h,r)

∑
hi∈I(ki+li−1,li)

(1≤i≤r)

ζA(h1, . . . ,hr)

=

h∑
i=0

∑
e=(e1,...,er−1)∈Zr−1

≥0

wt(e)=h−i

∑
f∈Zh+r−i

≥0

wt(f)=i

ζA((k1, {1}e1 , . . . , kr−1, {1}er−1 , kr)⊕ f)

が成り立つ.

注意 3.2.39. Murahara–Murakami [MM] は一般化制限付き和公式が導分関係式 (定理 3.2.29) と同値であることも
示している. 注意 3.2.30 と併せて Ohno 型関係式 (定理 3.2.29) とも同値であることがわかる.

定理 3.2.40 (Kaneko–Sakata 型和公式; Murahara–Sakata [MS, Theorem 1.3]). インデックス k = (k1, . . . , kr) と整
数 h ≥ r に対し∑

(l1,...,lr+1)∈I(h+1,r+1)

ζA({1}l1−1, k1 + 1, . . . , {1}lr−1, kr + 1, {1}lr+1−1) =

h∑
i=0

∑
l∈Zi

≥1

k⪯l

∑
h∈I(h,i)

(−1)i−rζA(l⊕ h)

が成り立つ.

定理 3.2.41 (Li 型定理; Sakurada). 正整数 k, r, s (k > r ≥ s) に対し
X⋆
A,0(k, r, s) :=

∑
k∈I0(k,r,s)

ζ⋆A(k)

とおくと, 正整数 m,n, s に対し
(−1)mX⋆

A,0(m+ n+ 1, n+ 1, s) = (−1)nX⋆
A,0(m+ n+ 1,m+ 1, s)

が成り立つ.

3.3. p 進有限多重ゼータ値の定義. 有限多重ゼータ値の定義において mod pとしている部分をより高次の剰余 mod pn

(n ≥ 1) で考えたゼータ値も意味を持つことがわかる. さらにこれらを全ての n についてまとめて考えた p 進有限多
重ゼータ値に関してもいくつか関係式が発見されている. 以下ではその定義と知られている結果を述べる.

定義 3.3.1. 正整数34 n に対し環 An を

An :=

(∏
p

Z/pnZ

)/ (⊕
p

Z/pnZ

)

で定め, m < n に対し成分ごとに mod pm を取る写像 An → Am による逆系の射影極限を Â と書く.

自然な全射 π :
∏

p Zp → Â によって任意の Â の元は p 進整数の族 (ap)p を用いた表示 π((ap)p) を持つ. これを
ap と書く. とくに, p := π((p)p) を無限大素数 (infinitely large prime) という. また, 自然な全射 πn : Â → An が誘
導する同型 Â/pnÂ ' An があるが, これによって πn(ap) のことも誤解の恐れがなければ ap と書く. これはもちろ
ん n = 1 のとき §3.1 で用いた記法に一致する.

定義 3.3.2. インデックス k に対し
ζÂ(k) := ζ<p(k), ζ⋆Â(k) := ζ⋆<p(k) ∈ Â

とおき, それぞれ p 進有限多重ゼータ値 (p-adic finite multiple zeta value), p 進有限多重ゼータスター値 (p-adic

finite multiple zeta star value) と呼ぶ. これらは Â 多重ゼータ値, Â 多重ゼータスター値と呼ばれることもある.

34この n はときおり superbity と呼ばれる.
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定義 3.3.3. インデックス k と正整数 n に対し
ζAn

(k) := πn(ζÂ(k)), ζ⋆An
(k) := πn(ζ

⋆
Â(k)) ∈ An

とおき, それぞれ An 多重ゼータ値 (An-multiple zeta value), An 多重ゼータスター値 (An-multiple zeta star value)
と呼ぶ.

以下では正整数 k, n に対し
ZAn

(k) :=

(
Bpn−(k−1+pn−1)

k − 1 + pn−1
mod pn

)
と書く.

命題 3.3.4 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Proposition 3.1]). 正整数 n, k, l (l < n) に対し

ZAn(k + l)pl =

n−l∑
j=1

(−1)j
(
n− l
j

)
Bj(p−1)−k−l+1

j(p− 1)− k − l + 1
pl

が成り立つ. とくに l = n− 1 として
ZAn

(k + n− 1)pn−1 =
Bp−k−n+1

k + n− 1
pn−1

である.

3.4. p 進関係式. p 進と書いたが, ここでは A2 や A3 に限定して知られている結果も記載する.

定理 3.4.1 (p 進対称和公式; Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 5.1]). インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し∑
σ∈Sr

ζÂ(kσ(1), . . . , kσ(r)) =
∑

B1,...,Bl

(−1)r−l
l∏

i=1

(|Bi| − 1)!ζÂ

∑
j∈Bi

kj

,
∑
σ∈Sr

ζ⋆Â(kσ(1), . . . , kσ(r)) =
∑

B1,...,Bl

l∏
i=1

(|Bi| − 1)!ζ⋆Â

∑
j∈Bi

kj


が成り立つ. ここで {B1, . . . , Bl} は {1, . . . , r} の分割全体を渡る35.

Proof. 命題 1.3.8 と調和関係式 (定理 3.4.13) を用いて一つ目の等式はわかる. 二つ目はそれに加えて S∗ (命題 1.3.5
で定義した H1 の Hopf 代数としての対蹠射) が調和積に関して準同型であることを使う. □
定理 3.4.2 (Washington [Was, Theorem 1], Sakugawa–Seki). 正整数 k, n に対し

ζAn(k) = (−1)k
n−1∑
l=1

(
k + l − 1

l

)
ZAn(k + l)pl

が成り立つ.

定理 3.4.3 (Zhao [Zh1, Theorem 3.2]). 正の偶数 k と和が k になる正整数 k1, k2 に対し

ζA2
(k1, k2) =

1

2

(
(−1)k1k2

(
k + 1

k1

)
− (−1)k2k1

(
k + 1

k2

)
− k
)
ZA2

(k + 1)p,

ζ⋆A2
(k1, k2) =

1

2

(
(−1)k1k2

(
k + 1

k1

)
− (−1)k2k1

(
k + 1

k2

)
+ k

)
ZA2

(k + 1)p

が成り立つ.

定理 3.4.4 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 3.6 (3.10), (3.11)]). 正整数 k, r に対し

ζA3
({k}r) = (−1)rk+r−1

(
kZA3

(rk + 1)p

+

(
k(rk + 1)

2
ZA3

(rk + 2)− k2
r−1∑
l=1

ZA3
(lk + 1)ZA3

((r − l)k + 1)

)
p2

)
,

35Bernoulli 数と混同してはいけない.
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ζ⋆A3
({k}r) = (−1)rk

(
kZA3

(rk + 1)p

+

(
k(rk + 1)

2
ZA3

(rk + 2) + k2
r−1∑
l=1

ZA3
(lk + 1)ZA3

((r − l)k + 1)

)
p2

)
が成り立つ.

系 3.4.5 (Zhou–Cai [ZC, Remark]). 正の奇数 k, r に対し

ζA3
({k}r) = (−1)r−1ζ⋆A3

({k}r) = (−1)r k(rk + 1)

2
ZA3

(rk + 2)p2

が成り立つ.

系 3.4.6 (Zhou–Cai [ZC, Remark]). 正整数 k, r に対し
ζA2

({k}r) = (−1)r−1ζ⋆A2
({k}r) = (−1)rk+r−1kZA2

(rk + 1)p

が成り立つ.

定理 3.4.7 (Hessami-Pilehrood–Hessami-Pilehrood–Tauraso [HHT, Theorem 4.5], Sakugawa–Seki [SS, Theorem
3.18]). 和が偶数となる非負整数 k1, k2 に対し

ζA2
({1}k1 , 2, {1}k2) =

1

2

(
1 + (−1)k1

(
k1 + k2 + 3

k2 + 2

))
ZA3

(k1 + k2 + 3)p,

ζ⋆A2
({1}k1 , 2, {1}k2) =

1

2

(
1 + (−1)k1

(
k1 + k2 + 3

k1 + 2

))
ZA3(k1 + k2 + 3)p

が成り立つ.

定理 3.4.8 (Bowman–Bradley型定理; Murahara–Onozuka–Seki [MOS, Theorem 1.3]). 非負整数の組 (k1, k2) 6= (0, 0)
に対し ∑

n1,...,n2k1+1≥0
n1+···+n2k1+1=k2

ζA2({2}n1 , 1, {2}n2 , 3, . . . , {2}n2k1−1 , 1, {2}n2k1 , 3, {2}n2k1+1)

= (−1)k2

(
(−1)k121−2k1

(
k1 + k2
k1

)
− 4

(
2k1 + k2

2k1

))
ZA2

(4k1 + 2k2 + 1)p,∑
n1,...,n2k1+1≥0

n1+···+n2k1+1=k2

ζ⋆A2
({2}n1 , 1, {2}n2 , 3, . . . , {2}n2k1−]1 , 1, {2}n2k1 , 3, {2}n2k1+1)

= (−1)k121−2k1

(
k1 + k2
k1

)
ZA2(4k1 + 2k2 + 1)p

が成り立つ.

定理 3.4.9 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 5.2 (5.4), (5.5)]). 正整数 k, r (k ≥ r) に対し

Tk,r :=
∑

B1⊔B2={1,...,r}
B1,B2 ̸=∅

∑
b1+b2=k

b1≥|B1|, b2≥|B2|

b1!b2!

(b1 − |B1|)!(b2 − |B2|)!
ZA3

(b1 + 1)ZA3
(b2 + 1)

としたとき ∑
k∈I(k,r)

ζA3(k) = (−1)k+r−1
((

k

r

)
ZA3(k + 1)p+

(
k + 1

2

(
k

r

)
ZA3(k + 2)− 1

r!
Tk,r

)
p2

)
,

∑
k∈I(k,r)

ζ⋆A3
(k) = (−1)k

((
k

r

)
ZA3(k + 1)p+

(
k + 1

2

(
k

r

)
ZA3(k + 2) +

1

r!
Tk,r

)
p2

)
が成り立つ.
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系 3.4.10 (Seki–Yamamoto [SY2, Proposition 4.6]). 正整数 k, r (k ≥ r) に対し∑
k∈I(k,r)

ζA2
(k) = (−1)r−1

∑
k∈I(k,r)

ζ⋆A2
(k) = (−1)r−1

(
k

r

)
ZA2

(k + 1)p

が成り立つ.

系 3.4.11 (Seki–Yamamoto [SY2, Theorem 5.1]). 正整数 r と正の奇数 k (k ≥ r) に対し∑
k∈I(k,r)

ζA3
(k) = (−1)r−1

∑
k∈I(k,r)

ζ⋆A3
(k) = (−1)r−1 k + 1

2

(
k

r

)
ZA3

(k + 2)p2

が成り立つ.

定理 3.4.12 (Seki–Yamamoto [SY2, Theorem 4.7], Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 5.4]). 正整数 k, r, i (1 ≤
i ≤ r < k) に対し

b2;k,r,i :=

(
k − 1

r

)
+ (−1)r−i

(
(k − r)

(
k

i− 1

)
+

(
k − 1

i− 1

)
+ (−1)r−1

(
k − 1

r − i

))
,

b⋆2;k,r,i :=

(
k − 1

r

)
+ (−1)i−1

(
(k − r)

(
k

r − i

)
+

(
k − 1

r − i

)
+ (−1)r−1

(
k − 1

i− 1

))
とおくと ∑

k∈Ii(k,r)

ζA2
(k) = (−1)r−1 b2;k,r,i

2
ZA2

(k + 1)p,
∑

k∈Ii(k,r)

ζ⋆A2
(k) =

b⋆2;k,r,i
2

ZA2
(k + 1)p

が成り立つ.

定理 3.4.13 (p 進調和関係式). インデックス k, l に対し
ζÂ(k ∗ l) = ζÂ(k)ζÂ(l)

が成り立つ.

Proof. A での調和関係式 (定理 3.2.16) と同様. 有限和のレベルで調和関係式が成り立つことよりわかる. □

系 3.4.14 (p 進対蹠関係式; Sakugawa–Seki [SS, Corollary 3.16 (45)]). インデックス k に対し
dep(k)∑
j=0

(−1)jζÂ(k[i])ζ
⋆
Â(
←−
k[i]) = δk,∅

が成り立つ.

Proof. 定理 3.4.13 と系 1.3.6 より従う. □

定理 3.4.15 (p 進シャッフル関係式; Seki [Se1, Theorem 6.4], Jarossay [J5, Proposition 3.4.3 (ii)]). インデックス
k, l に対し

ζÂ(kx l) = (−1)wt(l)
∑

e∈Zdep(l)
≥0

b(l; e)ζÂ(k,
←−−
l⊕ e)pwt(e)

が成り立つ. ここで
b(k1, . . . , kr; e1, . . . , er) =

r∏
i=1

(
ki + ei − 1

ei

)
とおいた.

Proof by Seki. 十分大きい素数 p を固定し, k = (k1, . . . , kr), l = (l1, . . . , ls) と書く. 多重調和和は定義より多重ポリ
ログの係数の和として書ける: 具体的には

ζ<p(k) =

p−1∑
i=1

〈Lik(z), zi〉
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となる (§2.5.5 で用いたように, 〈f, w〉 は冪級数 f の w での係数を表す). ゆえに多重ポリログ関数のシャッフル関係
式 (注意 2.3.38) を用いて

ζ<p(kx l) =

p−1∑
i=1

〈Lik(z), zi〉

=
∑
1≤i,j

i+j≤p−1

〈Lik(z), zi〉〈Lil(z), zj〉

=
∑
1≤i,j

i+j≤p−1

( ∑
0<m1<···<mr=i

1

mk1
1 · · ·m

kr
r

) ∑
0<n1<···<ns=j

1

nl11 · · ·n
ls
s


と変形できる. ここで j 7→ p− j と, 各 1 ≤ v ≤ s に対し nv 7→ p− ns+1−v という変換を施すと, 右辺は

∑
1≤i,j

i+j≤p−1

( ∑
0<m1<···<mr=i

1

mk1
1 · · ·m

kr
r

) ∑
0<n1<···<ns=j

1

nl11 · · ·n
ls
s



=
∑

1≤i,p−j
i+p−j≤p−1

( ∑
0<m1<···<mr=i

1

mk1
1 · · ·m

kr
r

) ∑
0<p−ns<···<p−n1=p−j

1

(p− ns)l1 · · · (p− n1)ls


となり, 0 < n < p で p 進的に収束する級数

1

(p− n)l
= (−1)l

∑
e≥0

(
l + e− 1

e

)
pe

nl+e

より
∑

1≤i,p−j
i+p−j≤p−1

( ∑
0<m1<···<mr=i

1

mk1
1 · · ·m

kr
r

) ∑
0<p−ns<···<p−n1=p−j

1

(p− ns)l1 · · · (p− n1)ls


= (−1)wt(l)

∑
e=(e1,...,es)∈Zs

≥0

b(l; e)
∑

0<m1<···<mr=i<j=n1<···<ns≤p−1

pe1+···+es

mk1
1 · · ·m

kr
r n

ls+es
1 · · ·nl1+e1

s

= (−1)wt(l)
∑

e∈Zs
≥0

b(l; e)ζ<p(k,
←−−
l⊕ e)pwt(e)

と計算できる. □

定理 3.4.16 (p 進導分関係式; Murahara–Onozuka [MOnoz1, Theorem 1.3]). 任意の w ∈ H1 \ Q と非負整数 h に
対し

∞∑
g=0

ZÂ

(〈
(R−1e0 ◦∆u)

(
we0 − we1u

1

1 + e0u

e20v

1− e0v

)
, uhvg

〉)
pn = ζÂ({1}

h)ZÂ(w)

が成り立つ. ここで ∆u とは e0 7→ (1 + e1u)
−1e0, e1 7→ e1 + e1(1 + e1u)

−1e0u から定まる H[[s, t]] 上の自己同型で
ある.

定理 3.4.17 (p 進双対性; Seki [Se3, Theorem 1.3], Takeyama–Tasaka [TT, Corollary 6.8]). インデックス k に対し
∞∑

n=0

ζ⋆Â(k, {1}
n)pn = −

∞∑
n=0

ζ⋆Â(k
∨, {1}n)pn

が成り立つ.
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定理 3.4.18 (Rosen’s asymptotic duality theorem36; Rosen [Ro1, Theorem 4.7]). Ĥ1 := Q + e1Q〈〈e0, e1〉〉 とし, 写
像37 WÂ : Ĥ

1 → Â を ∑
k∈I0

akzk 7→
∑
k∈I0

akζÂ(k)p
wt(k) (ak ∈ Q)

から定める. また, 調和積 ∗ と注意 3.2.22 で定義した ϕ を Ĥ1 へ連続に拡張し, 連続な代数自己同型 Φ: Ĥ1 → Ĥ1 を

w 7→
(
w ∗ 1

1 + e1

)
(1 + e1)

から定める. このとき任意の w ∈ Ĥ1 に対し
WÂ(ϕ(w)) =WÂ(Φ(w))

が成り立つ.

定理 3.4.19 (p 進巡回和公式; Kawasaki [Kawasa, Theorem 5.7], Takeyama–Tasaka [TT, Corollary 6.11]). インデッ
クス k = (k1, . . . , kr) が 1 でない成分を持つとき

r∑
i=1

ki−1∑
j=0

ζÂ(j + 1,k[i],k[i], ki − j) =
r∑

i=1

(
ζÂ(k

[i],k[i−1], ki + 1) + ζÂ(k
[i],k[i], 1)

+

∞∑
j=0

(
ζÂ(ki + j + 1,k[i],k[i−1]) + ζÂ(j + 1,k[i],k[i])

)
pj

)
,

r∑
i=1

ki−1∑
j=0

ζ⋆Â(j + 1,k[i],k[i], ki − j) = kζÂ(k + 1) +

r∑
i=1

ζ⋆Â(k[i],k[i], 1) +

∞∑
j=0

ζ⋆Â(j + 1,k[i],k[i])p
j


が成り立つ.

4. 対称多重ゼータ値
4.1. 対称多重ゼータ値の定義. 以後 • は特記ない限り ∗ と x を意味するものとする.

定義 4.1.1. インデックス k に対し

ζ•S(k) :=

dep(k)∑
i=0

(−1)wt(k[i])ζ•(k[i];T )ζ
•(
←−
k[i];T )

とおく.

命題 4.1.2. インデックス k に対し ζ•S(k) は T に依存せず,

ζ∗S(k)− ζxS (k) ∈ ζ(2)Z
が成り立つ.

Proof. 命題 4.3.5 の証明で t = 0 の場合のみ考えればよい. □
定義 4.1.3. 命題 4.1.2 によって • によらず定まる Z/ζ(2)Z の元 ζS(k) := ζ•S(k) を対称多重ゼータ値 (symmetric
multiple zeta value, SMZV ) という. また,

ζ⋆S(k) := ζS(k
⋆)

を対称多重ゼータスター値 (symmetric multiple zeta star value, SMZSV ) と呼ぶ.

有限多重ゼータ値のときと同様, SMZV や SMZSV をときどき S 多重ゼータ値や S 多重ゼータスター値と呼ぶ38.
Hoffman 代数の言葉を用いて, Q 線型写像 ZS : H

1 → Z/ζ(2)Z を zk 7→ ζS(k) (k ∈ I0) から定める.

定理 4.1.4 (Yasuda [Yas, Theorem 6.1]). 任意の正整数 k に対し
Zk = spanQ{ζ•S(k) | k ∈ I0, wt(k) = k}

が成り立つ.

36もちろん mod p で考えると注意 3.2.22 に一致するが, p 進双対性との同値性について述べた論文は筆者の知る限り無い.
37weighted finite multiple zeta function と呼ばれる.
38文献によっては real finite multiple zeta value と呼ばれることもある.
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次の予想は有限/対称多重ゼータ値の理論における “主予想” である.

予想 4.1.5 (Kaneko–Zagier 予想). Q 代数の同型であって ζS(k) を ζA(k) (k ∈ I0) に送るものが存在するであろう.
とくに, 有限多重ゼータ値と対称多重ゼータ値はまったく同じ関係式を満たすであろう.

4.2. 対称多重ゼータ値の関係式.

4.2.1. 特殊値.

定理 4.2.1. 任意の正整数 k に対し
ζS(k) = 0

が成り立つ.

Proof. 定義より明らか. □

定理 4.2.2. 正整数 k, r に対し
ζS({k}r) = ζ⋆S({k}r) = 0

が成り立つ.

Proof. 定理 4.2.16 において k = {k}r とすればよい. □

定理 4.2.3 (Kaneko [Kan2, Example 9.4 (2)]). 正整数 k1, k2 に対し

ζS(k1, k2) = ζ⋆S(k1, k2) = (−1)k2

(
k1 + k2
k1

)
ζ(k1 + k2)

が成り立つ.

定理 4.2.4. 正整数 r と正の奇数 k1, k2 に対し
ζS({k1, k2}r) = ζ⋆S({k1, k2}r) = 0

が成り立つ.

Proof. 筆者の知る限り explicit に述べた論文はないが, 調和関係式 (定理 4.2.11) と低 depth の明示公式 (定理 4.2.1,
定理 4.2.3) があるため A でのケース (定理 3.2.5) と同様にできる. □

定理 4.2.5 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 3.5]). 正の奇数 k と和が k になる正整数 k1, k2, k3 に対し

ζS(k1, k2, k3) = −ζ⋆S(k1, k2, k3) =
1

2

(
(−1)k1

(
k

k1

)
− (−1)k3

(
k

k3

))
ζ(k)

が成り立つ.

Proof. 有限多重ゼータ値の深さ 3 の明示公式 (定理 3.2.6) の証明は深さ 1, 2 での特殊値, 調和関係式, 反転公式のみ
を用いているため, 同じ道具 (定理 4.2.1, 定理 4.2.3, 定理 4.2.11, 定理 4.2.14) の揃っている対称多重ゼータ値でも同
じ証明が通用する. □

定理 4.2.6 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 3.8]). 非負整数 k1, k2 に対し

ζS({1}k1 , 2, {1}k2) = (−1)k1+k2ζ⋆S({1}k1 , 2, {1}k2) = (−1)k2

(
k1 + k2 + 2

k1 + 1

)
ζ(k1 + k2 + 2)

が成り立つ.

Proof. 有限多重ゼータ値の ({1}k1 , 2, {1}k2) の明示公式 (定理 3.2.7) の証明は深さ 2 での特殊値, Hoffman 双対性,
調和関係式のみを用いているため, 同じ道具 (定理 4.2.3, 定理 4.2.15, 定理 4.2.11) の揃っている対称多重ゼータ値で
も同じ証明が通用する. □

定理 4.2.7 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 3.11]). 非負整数 k1, k2 に対し
ζS({2}k1 , 1, {2}k2) = (−1)k1+k2+1ζ⋆S({2}k1 , 1, {2}k2)

=
4(−1)k1+k2(k1 − k2)

2k2 + 1

(
1− 1

4k1+k2

)(
2k1 + 2k2 + 1

2k1 + 1

)
ζ(2k1 + 2k2 + 1)

が成り立つ.
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定理 4.2.8 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 3.10]). 非負整数 k1, k2 に対し
ζS({2}k1 , 3, {2}k2) = (−1)k1+k2+1ζ⋆S({2}k1 , 3, {2}k2)

= 2(−1)k1+k2
k1 − k2
k2 + 1

(
2k1 + 2k2 + 3

2k1 + 2

)
ζ(2k1 + 2k2 + 3)

が成り立つ.

4.2.2. Bowman–Bradley 型定理.

定理 4.2.9 (Bowman–Bradley型定理; Ono [On2, p. 22], Charlton [C2, Corollary 2.2]). 非負整数の組 (k1, k2) 6= (0, 0)
と正の奇数 a, b, 正の偶数 c に対し∑

n1,...,n2k1+1≥0
n1+···+n2k1+1=k2

ζS({c}n1 , a, {c}n2 , b, . . . , {c}n2k1−1 , a, {c}n2k1 , b, {c}n2k1+1)

=
∑

n1,...,n2k1+1≥0
n1+···+n2k1+1=k2

ζ⋆S({c}n1 , a, {c}n2 , b, . . . , {c}n2k1−1 , a, {c}n2k1 , b, {c}n2k1+1) = 0

が成り立つ.

Proof. 有限多重ゼータ値の Bowman–Bradley 型定理 (定理 3.2.14) の証明は調和関係式 (とそこから従う対称和公式
と対蹠関係式) のみを用いているため, 同じ道具 (定理 4.2.11) の揃っている対称多重ゼータ値でも同じ証明が通用す
る. □
注意 4.2.10. Fujita–Komori [FK] が対称多重ゼータ値に対する Aoki–Ohno 型関係式 (定理 3.2.15 の S 類似) の証
明を宣言している.

4.2.3. 複シャッフル関係式.

定理 4.2.11 (調和関係式; Kaneko [Kan2, Theorem 9.2], Jarossay [J1, Proposition 1.5 (i)], Hirose [Hi3, Theorem 7]).
インデックス k, l に対し

ζS(k ∗ l) = ζS(k)ζS(l), ζ⋆S(k ∗ l) = ζ⋆S(k)ζ
⋆
S(l)

が成り立つ.

Proof. 定理 4.4.12 の証明で mod t とする. □
系 4.2.12 (対蹠関係式). インデックス k に対し

dep(k)∑
j=0

(−1)jζS(k[i])ζ
⋆
S(
←−
k[i]) = δk,∅

が成り立つ.

Proof. 定理 4.2.11 と系 1.3.6 より従う. □
定理 4.2.13 (シャッフル関係式; Kaneko [Kan2, Theorem 9.6], Hirose [Hi3, Theorem 8], Jarossay [J1, Théorème 1.7
(i)], Ono–Seki–Yamamoto [OSY, Corollary 3.11]). インデックス k, l に対し

ζS(kx l) = (−1)wt(l)ζS(k,
←−
l ), ζ⋆S(kx l) = (−1)wt(l)(ζ⋆S(k,

←−
l )− ζ⋆S(k ]

←−
l ))

が成り立つ.

系 4.2.14 (反転公式; Bachmann–Takeyama–Tasaka [BTT1, Corollary 2.17]). インデックス k に対し
ζS(k) = (−1)wt(k)ζS(

←−
k )

が成り立つ.

4.2.4. Hoffman 双対性.

定理 4.2.15 (Hoffman双対性; Jarossay [J1, Corollaire 1.12], Hirose [Hi3, Theorem 8], Bachmann–Takeyama–Tasaka
[BTT1, Corollary 2.17]). インデックス k に対し

ζ⋆S(k) = −ζ⋆S(k∨)
が成り立つ.
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4.2.5. 和公式.

定理 4.2.16 (対称和公式; Murahara [Murah1, Theorem 1.1]). インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し∑
σ∈Sr

ζS(kσ(1), . . . , kσ(r)) =
∑
σ∈Sr

ζ⋆S(kσ(1), . . . , kσ(r)) = 0

が成り立つ.

Proof. Hoffman 代数のレベルで成り立つ (命題 1.3.8) の両辺に ζS を適用することでわかる. □

定理 4.2.17 (和公式; [Murah1, Theorem 1.2]). 集合 Ii(k, r) を定理 3.2.25 と同様にすると, 1 ≤ i ≤ r < k に対し∑
k∈Ii(k,r)

ζS(k) = (−1)r
∑

k∈Ii(k,r)

ζ⋆S(k) = (−1)i
((

k − 1

i− 1

)
+ (−1)r

(
k − 1

r − i

))
ζ(k)

が成り立つ.

Proof by Saito–Wakabayashi. 有限多重ゼータ値における和公式 (定理 3.2.25) の証明は深さ 1 での特殊値, 調和関係
式, ({1}k1 , 2, {1}k2) での特殊値のみを用いているため, 同じ道具 (定理 4.2.1, 定理 4.2.11, 定理 4.2.6) の揃っている
対称多重ゼータ値でも同じ証明が通用する. □

注意 4.2.18. 有限多重ゼータ値と同様, 対称和公式 (定理 4.2.16) より∑
k∈I(k,r)

ζS(k) =
∑

k∈I(k,r)

ζ⋆S(k) = 0

となる.

定理 4.2.19 (導分関係式; Murahara [Murah2, Theorem 2.1], Horikawa–Murahara–Oyama [HoMuOy, §5]). 任意の
w ∈ H0 \Q と正整数 h に対し

(ZS ◦R−1e0 ◦ ∂h)(w) = 0

が成り立つ.

Proof by Horikawa–Murahara–Oyama. 有限多重ゼータ値の導分関係式 (定理 3.2.27) の証明は深さ 1 での特殊値, 調
和関係式のみを用いているため, 同じ道具 (定理 4.2.1, 定理 4.2.11) の揃っている対称多重ゼータ値でも同じ証明が通
用する. □

定理 4.2.20 (Quasi-derivation relation; Kaneko–Murahara–Murakami [KMM, Theorem 4.1]). 任意の w ∈ H0 \ Q
と正整数 h, 有理数 c に対し

(ZS ◦R−1e0 ◦ ∂
(c)
h )(w) = ZS(R

−1
e0 (w))ZS(q

(c)
h )

が成り立つ.

4.2.6. Ohno 関係式系統.

定理 4.2.21 (Ohno 型関係式; Oyama [Oy, Remark 1.5]). インデックス k に対し r = dep(k), s = dep(k∨) とおく
と, 非負整数 h に対し ∑

e∈Zr
≥0

wt(e)=h

ζS(k⊕ e) =
∑

e∈Zs
≥0

wt(e)=h

ζS((k
∨ ⊕ e)∨)

が成り立つ.

定理 4.2.22 (スター Ohno 型関係式; Hirose–Imatomi–Murahara–Saito [HIMS, Theorem 1.4]). インデックス k に
対し r = dep(k), s = dep(k∨) とおくと, 非負整数 h に対し∑

e∈Zr
≥0

wt(e)=h

b2(k; e)ζ
⋆
S(k⊕ e) = −

∑
e∈Zs

≥0

wt(e)=h

ζ⋆S(k
∨ ⊕ e)

が成り立つ.
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定理 4.2.23 (Hirose–Murahara–Saito [HMS2, Theorem 1.4]). インデックス k に対し
OS(k) :=

∑
e∈Zdep(k)

≥0

ζ⋆S(k⊕ e)twt(k)+wt(e) +
∑

e∈Zdep(k∨)
≥0

(−1)wt(e)ζ⋆S(k
∨ ⊕ e)twt(k)+wt(e)

とおき, 正整数 k, i に対し

FS;k,i(t) :=

∞∑
n=k+i+1

(
(−1)k

(
n− 1

k − 1

)
− (−1)i

(
n− 1

i− 1

))
ζ(n)tn

と定める. このとき正整数 k1, k2, k3 に対し

OS(k1, k2, k3) = δk2,1FS;k1,1(t)FS;k3,1(t)−
k2−1∑
i=2

FA;k1,i(t)FS;k3,k2+1−i(t)

が成り立つ.

4.2.7. 巡回和公式.

定理 4.2.24 (巡回和公式; Hirose–Murahara–Ono [HiMuOn1, Theorem 2.4, Theorem 6.1], Hirose–Sato). インデッ
クス k = (k1, . . . , kr) が 1 でない成分を持つとき

r∑
i=1

ki−1∑
j=0

ζS(j + 1,k[i],k[i], ki − j)

=

r∑
i=1

(
ζS(k

[i],k[i−1], ki + 1) + ζS(k
[i],k[i], 1) + ζS(ki + 1,k[i],k[i−1]) + ζS(1,k

[i],k[i])
)
,

r∑
i=1

ki−1∑
j=0

ζ⋆S(j + 1,k[i],k[i], ki − j) =
r∑

i=1

(
ζ⋆S(k

[i],k[i], 1) + ζ⋆S(1,k
[i],k[i])

)
が成り立つ.

定理 4.2.25 (二重 Ohno 関係式). 非負整数 k1, n1, . . . , n2k1+1 に対し
k = ({2}n1 , 1, {2}n2 , 3, . . . , {2}n2k1−1 , 1, {2}n2k1 , 3, {2}n2k1+1)

とおき, r = dep(k), s = wt(k)− r と書く. このとき非負整数 h1, h2 に対し∑
e∈Zr

≥0

wt(e)=h1

f∈Zr
≥0

wt(f)=h2

ζS(k↓ ⊕ e⊕ f) =
∑

e∈Zs
≥0

wt(e)=h1

f∈Zs
≥0

wt(f)=h2

ζS(((k↓)
∨ ⊕ e⊕ f)∨)

が成り立つ.

注意 4.2.26. Fujita–Komori が対称多重ゼータ値に対する一般化重み付き和公式 (定理 3.2.35 の S 類似) の証明を宣
言している.

4.2.8. その他の関係式.

定理 4.2.27 (一般化制限付き和公式; Murahara–Murakami [MM, Theorem 1.6]). インデックス k = (k1, . . . , kr) と
非負整数 h に対し ∑

l=(l1,...,lr)∈I(r+h,r)

∑
hi∈I(ki+li−1,li)

(1≤i≤r)

ζS(h1, . . . ,hr)

=

h∑
i=0

∑
e=(e1,...,er−1)∈Zr−1

≥0

wt(e)=h−i

∑
f∈Zh+r−i

≥0

wt(f)=i

ζS((k1, {1}e1 , . . . , kr−1, {1}er−1 , kr)⊕ f)

が成り立つ.
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定理 4.2.28 (Kaneko–Sakata 型和公式; Murahara–Sakata [MS, Theorem 1.3]). インデックス k = (k1, . . . , kr) と整
数 h ≥ r に対し∑

(l1,...,lr+1)∈I(h+1,r+1)

ζS({1}l1−1, k1 + 1, . . . , {1}lr−1, kr + 1, {1}lr+1−1) =

h∑
i=0

∑
l∈Zi

≥1

k⪯l

∑
h∈I(h,i)

(−1)i−rζS(l⊕ h)

が成り立つ.

定理 4.2.29 (Li 型定理; Sakurada). 正整数 k, r, s (k > r ≥ s) に対し
X⋆
S,0(k, r, s) :=

∑
k∈I0(k,r,s)

ζ⋆S(k)

とおくと, 正整数 m,n, s に対し
(−1)mX⋆

S,0(m+ n+ 1, n+ 1, s) = (−1)nX⋆
S,0(m+ n+ 1,m+ 1, s)

が成り立つ.

4.3. t 進対称多重ゼータ値の定義. Kaneko–Xu–Yamamoto の Hurwitz 型正規化多項式の定義 (命題 2.5.23) を思い
出しておく.

命題 4.3.1. インデックス k に対し
ζt,•shift(k;T ) =

∑
e∈Zdep(k)

≥0

b(k; e)ζ•(k⊕ e;T )(−t)wt(e)

注意 4.3.2. 注意 2.3.43 で導入した二変数のシャッフル正規化多項式 Zx
S,T (W ) を用いれば

ζt,xshift(k;T ) =

∞∑
n=0

Zx
0,T (e

n
0 zk)t

n

と書くことができる.

定義 4.3.3. インデックス k に対し

ζ•Ŝ(k) :=

dep(k)∑
i=0

(−1)wt(k[i])ζ•(k[i];T )ζ
−t,•
shift (

←−
k[i];T )

とおく.

補題 4.3.4. 準同型 σt : H1[[t]]→ H1[[t]] を
σt(e0) = e0(1− e0t)−1, σt(e1) = e1(1− e0t)−1, σt(t) = t

で定め, 調和積を t の冪ごとに作用するものとして H1[[t]] 上の積に拡張すると σt は調和積に関して準同型となる.

Proof. インデックス k, l に対し σt(zk ∗ zl) = σt(zk) ∗ σt(zl) を示せば十分である. これを N = dep(k) + dep(l) の帰
納法で示す. N = 0, 1 のときはそれぞれ σt(1 ∗ 1) = 1 と σt(1 ∗ zk) = σt(zk ∗ 1) = σt(zk) (k は正整数) より明らか
で, N − 1 以下で主張が成り立っていることを仮定したとき深さの和 N − 2 のインデックス k, l と正整数 k, l に対し

σt(zk,k ∗ zl,l)
= (σt(zk,k) ∗ σt(zl))σ

t(zl) + (σt(zk) ∗ σt(zl,l))σ
t(zk) + (σt(zk) ∗ σt(zl))σ

t(zk+l)

である一方

σt(zk,k) ∗ σt(zl,l) =

∞∑
e,f=0

(
k + e− 1

e

)(
l + f − 1

f

)
(σt(zk)zk+e ∗ σt(zl)zl+f )t

e+f

=

∞∑
e,f=0

(
k + e− 1

e

)(
l + f − 1

f

)
((σt(zk)zk+e ∗ σt(zl))zl+f

+ (σt(zk) ∗ σt(zl)zl+f )zk+e + (σt(zk) ∗ σt(zl))zk+e+l+f )t
e+f

= (σt(zk,k) ∗ σt(zl))σ
t(zl) + (σt(zk) ∗ σt(zl,l))σ

t(zk)



有限/対称多重ゼータ値 63

+ (σt(zk) ∗ σt(zl)) ·
∞∑

e,f=0

(
k + e− 1

e

)(
l + f − 1

f

)
zk+e+l+f t

e+f

となる. 最後の級数は
∞∑

e,f=0

(
k + e− 1

e

)(
l + f − 1

f

)
zk+e+l+f t

e+f = zk+l−1(1− e0t)−k(1− e0t)−l = σt(zk+l)

と計算できて補題を得る. □
命題 4.3.5 (Ono–Seki–Yamamoto [OSY, Proposition 2.1]). インデックス k に対し ζ•

Ŝ
(k) は T に依存せず,

ζ∗Ŝ(k)− ζ
x
Ŝ (k) ∈ ζ(2)Z[[t]]

が成り立つ.

Proof. 命題 1.4.7 で定義した対蹠射 Sx (e0 7→ −e0, e1 7→ −e1 で定まる反自己同型) の定義を思い出しておく. さて
ϕt,•(e0, e1;T ) :=

∑
k∈I0

ζt,•shift(k;T )zk, ϕt,•Ad(e0, e1;T ) = ϕ0,•(e0, e1;T )e1S
x(ϕt,•(e0, e1;T ))

とおくと, 定義より
ϕt,•Ad(e0, e1;T ) =

∑
k∈I0

ζ•Ŝ(k)zke1

が成り立つ. この左辺の母関数が T に依存せず, mod ζ(2) で • に依存しないことを示せば十分である. さてインデッ
クス k に対し ζt,∗shift(k;T ) = Z∗T (σ

t(zk)) である (Z∗T は t 冪の係数ごとに作用) ことから ζt,∗shift は調和関係式を満たし,
したがって命題 1.3.4 を使うことで許容インデックス k と非負整数 n に対し

ζt,∗shift(k, {1}
n;T ) =

n∑
i=0

ζt,∗shift(k, {1}
n−i; 0)

T i

i!

が成り立つ. ゆえに

ϕt,•Ad(e0, e1;T ) =
∑
k∈I′0

∞∑
n=0

ζt,•shift(k, {1}
n;T )zke

n
1

=
∑
k∈I′0

∞∑
n=0

n∑
i=0

ζt,•shift(k, {1}
n−i)

T i

i!
zke

n
1

=
∑
k∈I′0

∞∑
i=0

∞∑
m=0

ζt,•shift(k, {1}
m)
T i

i!
zke

m+i
1

= ϕt,•Ad(e0, e1; 0) exp(Te1)

となる. 一方で写像 ρを t冪の係数ごとに作用させて R[T ][[t]]へ拡張すると,正規化定理 (定理 2.3.44)より ζt,xshift(k;T ) =

ρ(ζt,∗shift(k;T )) が成り立ち
ϕt,x(e0, e1;T ) = ϕt,∗(e0, e1; 0)ρ(exp(Te1))

= ϕt,∗(e0, e1; 0)Γ0(−e1) exp(Te1)
= ϕt,x(e0, e1; 0) exp(Te1)

がいえる. したがって結局両方の • ∈ {∗,x} に対し ϕt,•(e0, e1;T ) = ϕt,•(e0, e1; 0) exp(Te1) が成り立って
ϕt,•Ad(e0, e1;T ) = ϕ•(e0, e1; 0) exp(Te1)e1 exp(−Te1)Sx(ϕt,•(e0, e1; 0))

は T に依存しない。また, 再び正規化定理より ϕt,•(e0, e1;T ) = ϕt,∗(e0, e1;T )Γ0(−e1) であるため
ϕt,xAd (e0, e1;T ) = ϕ∗(e0, e1;T )Γ0(−e1)e1Γ0(e1)S

x(ϕs,∗(e0, e1;T ))

と計算できるが, 定理 2.3.52 より

Γ0(−e1)Γ(e1) = exp

( ∞∑
k=1

ζ(2k)

k
e2k1

)
= exp

(
−
∞∑
k=1

B2k

2k(2k)!
(−24ζ(2)e21)k

)
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であるから mod ζ(2) でこの因子は 1 となる. □

定義 4.3.6. 命題 4.1.2によって •によらず定まる (Z/ζ(2)Z)[[t]]の元 ζŜ(k) := ζ•
Ŝ
(k)を t進対称多重ゼータ値 (t-adic

symmetric multiple zeta value) という. また,

ζ⋆Ŝ(k) := ζŜ(k
⋆)

を t 進対称多重ゼータスター値 (t-adic symmetric multiple zeta star value) と呼ぶ.

インデックス k と正整数 n に対し
ζSn(k) := ζŜ(k) mod tn, ζ⋆Sn(k) := ζ⋆Ŝ(k) mod tn ∈ (Z/ζ(2)Z)[[t]]/(tn)

をそれぞれ Sn-多重ゼータ値, Sn 多重ゼータスター値という.

定理 4.3.7 (Ono–Seki–Yamamoto [OSY, Theorem 1.5]). インデックス k と十分大きい正整数 M に対し

ζ∗Ŝ,M (k) :=

r∑
i=0

∑
0<n1<···<ni<M
−M<ni+1<···<nr<0

1

nk1
1 · · ·n

ki
i (ni+1 + t)ki+1 · · · (nr + t)kr

,

ζxŜ,M (k) :=

r∑
i=0

∑
0<n1<···<ni

ni+1<···<nr<0
ni−ni+1<M

1

nk1
1 · · ·n

ki
i (ni+1 + t)ki+1 · · · (nr + t)kr

とおくと
lim

M→∞
ζ•Ŝ,M (k) = ζ•Ŝ(k)

が成り立つ. ただし極限は t 冪の係数ごとにとる.

Kaneko–Zagier 予想の Â-MZV および Ŝ-MZV への一般化が Ono–Seki–Yamamoto [OSY] などで提案されている:
F ∈ {A,S} とし, Λ とは F に応じて p もしくは t を表す記号とする39. 集合

ZF̂ :=

{ ∞∑
n=0

ZF̂ (wn)Λ
n

∣∣∣∣∣ wn ∈ H1

}
を考えると, Λ 進調和関係式 (定理 3.4.13, 定理 4.4.12) によってここには Q 代数の構造が入り, さらに Λ 進位相に
よって位相的 Q 代数になる40.

予想 4.3.8 (Ono–Seki–Yamamoto [OSY, Conjecture 4.3], Jarossay [J5, Conjecture 5.3.2], Rosen [Ro2, Conjecture
2.3]). 位相的 Q 代数の同型であって ζŜ(k) を ζÂ(k) に, t を p に送るものが存在するであろう. とくに, p 進有限多
重ゼータ値と t 進対称多重ゼータ値はまったく同じ関係式を満たすであろう.

4.4. t 進対称関係式. t 進と書いたが, ここでは S2 や S3 に限定して知られている結果も記載する.

定理 4.4.1 (t 進対称和公式; Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 5.1]). インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し
∑
σ∈Sr

ζŜ(kσ(1), . . . , kσ(r)) =
∑

B1,...,Bl

(−1)r−l
l∏

i=1

(|Bi| − 1)!ζŜ

∑
j∈Bi

kj

,
∑
σ∈Sr

ζ⋆Ŝ(kσ(1), . . . , kσ(r)) =
∑

B1,...,Bl

l∏
i=1

(|Bi| − 1)!ζ⋆Ŝ

∑
j∈Bi

kj


が成り立つ. ここで {B1, . . . , Bl} は {1, . . . , r} の分割全体を渡る.

Proof. 有限のケース (定理 3.2.23) と同様である. □

39この記号は Takeyama–Tasaka [TT] による. Ono–Sakurada–Seki [OSS] では x を用いていたが, 後述する多項式多重ゼータ値の形式的
変数と混同しないためにこちらを採用した.

40実際は ZŜ = (Z/ζ(2)Z)[[t]] であることを Jarossay [J2, Proposition 5.5] が示している.
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定理 4.4.2 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 3.4]). 正の偶数 k と和が k になる正整数 k1, k2 に対し

ζS2(k1, k2) =
1

2

(
(−1)k1k2

(
k + 1

k1

)
− (−1)k2k1

(
k + 1

k2

)
− k
)
ZS2(k + 1)t,

ζ⋆S2(k1, k2) =
1

2

(
(−1)k1k2

(
k + 1

k1

)
− (−1)k2k1

(
k + 1

k2

)
+ k

)
ZS2(k + 1)t

が成り立つ.

定理 4.4.3 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 3.6 (3.10), (3.11)]). 正整数 k, r に対し

ζS3({k}r) = (−1)rk+r−1

(
kζ(rk + 1)t

+

(
k(rk + 1)

2
ζ(rk + 2)− k2

r−1∑
l=1

ζ(lk + 1)ζ((r − l)k + 1)

)
t2

)
,

ζ⋆S3({k}
r) = (−1)rk

(
kZS3(rk + 1)t

+

(
k(rk + 1)

2
ζ(rk + 2) + k2

r−1∑
l=1

ζ(lk + 1)ζ((r − l)k + 1)

)
t2

)
が成り立つ.

系 4.4.4 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Remark 3.7]). 正の奇数 k, r に対し

ζS3({k}r) = (−1)r−1ζ⋆S3({k}
r) = (−1)r k(rk + 1)

2
ζ(rk + 2)t2

が成り立つ.

系 4.4.5 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 3.6 (3.8), (3.9)]). 正整数 k, r に対し
ζS2({k}r) = (−1)r−1ζ⋆S2({k}

r) = (−1)rk+r−1kζ(rk + 1)t

が成り立つ.

定理 4.4.6 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 3.13]). 和が偶数となる非負整数 k1, k2 に対し

ζS2({1}k1 , 2, {1}k2) =
1

2

(
1 + (−1)k1

(
k1 + k2 + 3

k2 + 2

))
ζ(k1 + k2 + 3)t,

ζ⋆S2({1}
k1 , 2, {1}k2) =

1

2

(
1 + (−1)k1

(
k1 + k2 + 3

k1 + 2

))
ζ(k1 + k2 + 3)t

が成り立つ.

定理 4.4.7 (Bowman–Bradley 型定理: Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 4.1]). 非負整数の組 (k1, k2) 6= (0, 0) に
対し ∑

n1,...,n2k1+1≥0
n1+···+n2k1+1=k2

ζS2({2}n1 , 1, {2}n2 , 3, . . . , {2}n2k1−1 , 1, {2}n2k1 , 3, {2}n2k1+1)

= (−1)k2

(
(−1)k121−2k1

(
k1 + k2
k1

)
− 4

(
2k1 + k2

2k1

))
ζ(4k1 + 2k2 + 1)t,∑

n1,...,n2k1+1≥0
n1+···+n2k1+1=k2

ζ⋆S2({2}
n1 , 1, {2}n2 , 3, . . . , {2}n2k1−1 , 1, {2}n2k1 , 3, {2}n2k1+1)

= (−1)k121−2k1

(
k1 + k2
k1

)
ζ(4k1 + 2k2 + 1)t

が成り立つ.
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定理 4.4.8 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 5.2 (5.4), (5.5)]). 正整数 k, r (k ≥ r) に対し

Tk,r :=
∑

B1⊔B2={1,...,r}
B1,B2 ̸=∅

∑
b1+b2=k

b1≥|B1|, b2≥|B2|

b1!b2!

(b1 − |B1|)!(b2 − |B2|)!
ζ(b1 + 1)ζ(b2 + 1)

としたとき ∑
k∈I(k,r)

ζS3(k) = (−1)k+r−1
((

k

r

)
ζ(k + 1)t+

(
k + 1

2

(
k

r

)
ζ(k + 2)− 1

r!
Tk,r

)
t2
)
,

∑
k∈I(k,r)

ζ⋆S3(k) = (−1)k
((

k

r

)
ζ(k + 1)t+

(
k + 1

2

(
k

r

)
ζ(k + 2) +

1

r!
Tk,r

)
t2
)

が成り立つ.

系 4.4.9 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 5.2 (5.3)]). 正整数 k, r に対し∑
k∈I(k,r)

ζS2(k) = (−1)r−1
∑

k∈I(k,r)

ζ⋆S2(k) = (−1)r−1
(
k

r

)
ζ(k + 1)t

が成り立つ.

系 4.4.10 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Remark 5.3]). 正の奇数 k, r に対し∑
k∈I(k,r)

ζS3(k) = (−1)r−1
∑

k∈I(k,r)

ζ⋆S3(k) = (−1)r−1 k + 1

2

(
k

r

)
ζ(k + 2)t2

が成り立つ.

定理 4.4.11 (Ono–Sakurada–Seki [OSS, Theorem 5.4]). 正整数 k, r, i (1 ≤ i ≤ r < k) に対し b2;k,r,i, b
⋆
2;k,r,i を定理

3.4.12 で定めたものとすると∑
k∈Ii(k,r)

ζS2(k) = (−1)r−1 b2;k,r,i
2

ζ(k + 1)t,
∑

k∈Ii(k,r)

ζ⋆S2(k) =
b⋆2;k,r,i

2
ζ(k + 1)t

が成り立つ.

定理 4.4.12 (t 進調和関係式; Jarossay [J5, Propisition 3.3.2 (ii), Proposition 3.4.1 (i)], Ono–Seki–Yamamoto [OSY,
Corollary 2.8]). インデックス k, l に対し

ζŜ(k ∗ l) = ζŜ(k)ζŜ(l)

が成り立つ.

Proof by Ono–Seki–Yamamoto. (Z \ {0}) ∪ {∞,−∞} 上の順序 ≺ を
• m,n が符号の等しい整数なら m ≺ n⇔ m < n.
• ∞ = −∞.
• m が正整数なら m ≺ ∞.
• n が負整数なら −∞ ≺ n.

で定めると
ζ∗Ŝ,M (k1, . . . , kr) =

∑
n1≺···≺nr

0<|n1|,...,|nr|<M

1

nk1
1 · · ·n

ki
i (ni+1 + t)ki+1 · · · (nr + t)kr

ということに他ならず, 右辺は多重調和和のケース (注意 2.3.36) と同様に調和関係式を満たすから定理 4.3.7 より目
的の等式を得る. □

系 4.4.13 (t 進対蹠関係式). インデックス k に対し
dep(k)∑
j=0

(−1)jζŜ(k[i])ζ
⋆
Ŝ(
←−
k[i]) = δk,∅

が成り立つ.
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Proof. 定理 4.4.12 と系 1.3.6 より従う. □

定理 4.4.14 (t 進シャッフル関係式; Jarossay [J5, Propisition 3.3.2 (i), Proposition 3.4.1 (ii)], Ono–Seki–Yamamoto
[OSY, Corollary 3.11]). インデックス k, l に対し

ζŜ(kx l) = (−1)wt(l)
∑

e∈Zdep(l)
≥0

b(l; e)ζŜ(k,
←−−
l⊕ e)twt(e)

が成り立つ.

定理 4.4.15 (t 進双対性; Takeyama–Tasaka [TT, Corollary 6.8], Hirose [Hi1]). インデックス k に対し
∞∑

n=0

ζ⋆Ŝ(k, {1}
n)tn = −

∞∑
n=0

ζ⋆Ŝ(k
∨, {1}n)tn

が成り立つ.

定理 4.4.16 (t 進巡回和公式; Hirose–Murahara–Ono [HiMuOn1, Theorem 2.4, Theorem 6.1], Takeyama–Tasaka
[TT, Corollary 6.11]). インデックス k = (k1, . . . , kr) が 1 でない成分を持つとき

r∑
i=1

ki−1∑
j=0

ζŜ(j + 1,k[i],k[i], ki − j) =
r∑

i=1

(
ζŜ(k

[i],k[i−1], ki + 1) + ζŜ(k
[i],k[i], 1)

+

∞∑
j=0

(
ζS(ki + j + 1,k[i],k[i−1]) + ζS(j + 1,k[i],k[i])

)
tj

)
,

r∑
i=1

ki−1∑
j=0

ζ⋆Ŝ(j + 1,k[i],k[i], ki − j) = kζŜ(k + 1) +

r∑
i=1

ζ⋆Ŝ(k[i],k[i], 1) +

∞∑
j=0

ζ⋆Ŝ(j + 1,k[i],k[i])t
j


が成り立つ.

4.5. 対称多重ゼータ値の変種.

4.5.1. 多項式多重ゼータ値. 以後 x, y を不定元とする.

定義 4.5.1 (Hirose–Murahara–Saito [HMS2, Definition 1.2]). インデックス k に対し

ζ•x,y(k;T ) :=

dep(k)∑
i=0

ζ•(k[i];T )ζ
•(
←−
k[i];T )xwt(k[i])ywt(k[i])

と定め, 多項式多重ゼータ値 (polynomial multiple zeta value) と呼ぶ.

この定義と H1 の Hopf 代数構造 (命題 1.3.5) から調和関係式
ζ∗x,y(k ∗ l) = ζ∗x,y(k)ζ

∗
x,y(l) (k, l ∈ I0)

が成り立つことがわかる.
この対象を導入した [HMS2] では正規化定理の一般化が示されている: R(x, y) 線型写像 ρx,y : R(x, y)[T ] →

R(x, y)[T ] を
Γ0(−xX)Γ0(−yX)

Γ0(−(x+ y)X)
exp(TX) =

∞∑
n=0

ρx,y(T
n)

n!
Xn

によって定める. Ihara–Kaneko–Zagier の正規化写像 ρ は ρ1,0 と書けることに注意する.

定理 4.5.2 (Hirose–Murahara–Saito [HMS2, Theorem 1.5]). インデックス k に対し
ζxx,y(k;T ) = ρx,y(ζ

∗
x,y(k;T ))

が成り立つ.
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定義より ζ•1,0(k;T ) = ζ•(k;T ), ζ•1,−1(k;T ) = ζ•S(k) が成り立つので, これは (正規化) 多重ゼータ値と対称多重ゼー
タ値の共通の一般化である. この性質を用いて Hirose–Murahara–Saito [HMS3] では双方の和公式 (定理 2.3.6, 定理
4.2.17) を同時に含む一般化を得ている: 形式的冪級数

ψ0(W ) =

∞∑
k=2

ζ(k)W k−1

を定義しておくと, 多重ゼータ値の和公式は母関数を用いて∑
k∈I0
a≥2

ζ(k, a)Adep(k)Wwt(k)+a =
W

1−A
(ψ0(W )− ψ0(AW ))

であり, 対称多重ゼータ値のほうは∑
k,l∈I0
a≥2

ζS(k, a, l)A
dep(k)Bdep(l)Wwt(k)+a+wt(l)

= − W

1−B
(ψ0((1−A)W )− ψ0((B −A)W )) +

W

1−A
(ψ0((1−B)W )− ψ0((A−B)W ))

と書けることに注意する ([HMS3, Proposition 1.6, Proposition 1.7]).

定理 4.5.3. 冪級数の等式∑
k,l∈I0
a≥2

ζ∗x,y(k, a, l;T )A
dep(k)Bdep(l)Wwt(k)+a+wt(l)

=
yW

1−B
(ψ0(y(1−A)W )− ψ0(y(B −A)W ))

Γ0(xW )Γ0(yW )

Γ0(x(1−A)W )Γ0(y(1−A)W )
exp((x+ y)ATW )

+
xW

1−A
(ψ0(x(1−B)W )− ψ0(x(A−B)W ))

Γ0(xW )Γ0(yW )

Γ0(x(1−B)W )Γ0(y(1−B)W )
exp((x+ y)BTW )

が成り立つ.

4.5.2. Refined 対称多重ゼータ値. ここでは Hirose [Hi3] によって導入された refined 対称多重ゼータ値 (RSMZV ) に
ついて紹介する41. まず §2.2 で用いた反復積分を一般の path で考える: 連続写像 [0, 1]→ C が piecewise smooth で
あるとは, 複素数 0 = a0 < · · · < an+1 = 1 が存在して [ai, ai+1] (i ∈ {0, . . . , n}) 上で滑らかであることをいう. また,
C 上の接基点 (tangential base point) とは点 p ∈ C と p 上の 0 でない接ベクトル v ∈ TpC 上の組のことであり, こ
れをしばしば vp と書く (接ベクトルは自然に C \ {0} の元と同一視できる.). 接基点 vp, wq と M ⊆ C に対し, 始点
vp から終点 wq への M 上の path42 とは区分的に滑らかな写像 γ : [0, 1] → C であって 0 < t < 1 ならば γ(t) ∈ M
であり,

γ(0) = p, γ(1) = q, lim
t↘0

γ(t)− p
t

= v, lim
t↗1

q − γ(t)
1− t

= −w

を満たすものである. 始点 p̃ と終点 q̃ を固定したとき, M 上の path のホモトピー類の集合を π1(M ; p̃, q̃) と書
く. 接基点 p̃, q̃, r̃ に対し, path の合成 π1(M ; p̃, q̃) × π1(M ; q̃, r̃) 3 (γ1, γ2) 7→ γ1γ2 ∈ π1(M ; p̃, r̃) と path の反転
π1(M ; p̃, q̃) 3 γ 7→ γ−1 ∈ π1(M ; q̃, p̃) が well-defined に定まる43. p̃ = vp, q̃ = wq を接基点, [γ] ∈ π1(M ; p̃, q̃) をある
path のホモトピー類, w = ea1

· · · ean
を HC := Q〈ez | z ∈ C〉 の word としたとき, 多項式 P (X) ∈ C[X] と J > 0 が

存在して ∫
ε<t1<···<tn<1−ε

n∏
i=1

dγ(ti)

γ(ti)− ai
= P (log ε) +O(ε logJ ε) (ε→ 0)

41もちろん日本語にすれば “精密化対称多重ゼータ値” のようになるのであろうが, Kaneko–Zagier 予想の精密化 (予想 4.3.8), などといえば
“SMZV → RSMZV” ではなく “SMZV → t-adic SMZV” を指すため, 別方向の一般化に対する差別化を図るべく英語のままにした.

42これは通常 clean path と呼ばれる特殊な path であるが, 今は clean なものしか扱わない. 一般の path は道の途中でも C \M の点を有限
回なら通ってもよい (そこに差し込む接ベクトルと出ていく接ベクトルは一致している必要がある.).

43合成はそれほど自明ではない: clean path 同士の合成は接基点を経由していると clean になるとは限らず, したがって cusp を回避する手続
きが必要になるが, それをホモトピー類のレベルで考えると迂回に用いたパラメータに依存せず, clean path を代表元にとっても問題ないという
ことになる. 詳細は Yamamoto [Y4, pp. 3–4], Gil–Fresán [GF, §3.7.3] を参照.
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となり, P は代表元 γ の取り方に依らず一意に定まる ([GF, Lemma 3.238]). このとき正規化反復積分 (regularized
iterated integral) を

Iγ(p̃;w; q̃) := P (0)

と定め, Q 線型写像 Iγ(p̃;−; q̃) : HC → C へ拡張しておく. 次の定理は正規化反復積分の基本性質である:

定理 4.5.4. γ, γ1, γ2 を接基点 p̃, q̃を端点にもつ pathであって γ1γ2 が定義できるものとする. このとき a1, . . . , an ∈ C
に対し w = ea1

· · ·wan
∈ HC と書くと次が成り立つ (反復積分の端点は略してある):

反転公式:
Iγ(w) = (−1)nIγ−1(←−w ).

シャッフル関係式: 定義 1.4.1 と同様にして HC にシャッフル積を導入したとき, w, w′ ∈ HC に対し
Iγ(w)Iγ(w

′) = Iγ(w x w′).

path 合成公式:
n∑

i=0

Iγ1
(ea1
· · · eai

)Iγ2
(eai+1

· · · ean
) = Iγ1γ2

(w).

以後 0̃ := 01, 1̃ := (−1)1 と書く. π1(M ; 0̃, 1̃) の元である直線 path t 7→ t (のホモトピー類) を dch と書くことにす
ると, 定義よりインデックス k に対し

ζx(k) = (−1)dep(k)Idch(0̃; zk; 1̃)
が成り立つ. ゆえにシャッフル正規化多重ゼータ値の準同型性は正規化反復積分のシャッフル関係式に由来している
とも思える.

定義 4.5.5 (Refined 対称多重ゼータ値; Hirose [Hi3, Definition 2]). α ∈ π1(M ; 0̃, 0̃) を 1 周りを反時計回りに一周す
る path とし, β = dch · α · dch−1 と書く. このときインデックス k に対し

ζRS(k) :=
(−1)dep(k)

2πi
Iβ(1̃; zke1; 1̃)

と定め, refined 対称多重ゼータ値と呼ぶ.

path 合成公式により RSMZV は正規化多重ゼータ値による明示公式をもつ.

命題 4.5.6 (Hirose [Hi3, Proposition 4]). インデックス k に対し

ζRS(k) =
∑

0≤a≤b≤dep(k)
a<j≤b =⇒ kj=1

(−2πi)b−a

(b− a+ 1)!
(−1)wt(k[b])ζx(k[a])ζ

x(
←−
k[b])

が成り立つ.

このことから RSMZV は常に Z[2πi] の元であり, この表示の定数項をとる (mod 2πi) ことで ζS(k) に一致するこ
とがわかる (lifting property, [Hi3, Corollary 6]). また, 正規化反復積分の反転公式, 変数変換より次がわかる:

定理 4.5.7 (Hirose [Hi3, Theorem 10]). インデックス k に対し
ζRS(k) = (−1)wt(k)ζRS(

←−
k )

が成り立つ. ここで上付きの横線は複素共役である.

定理 4.5.8 (Hirose [Hi3, Theorem 10]). インデックス k に対し∑
k⪯l

ζRS(l) = (−1)dep(k)ζRS(k)

が成り立つ.

これらにおいて mod 2πi をとることで対称多重ゼータ値の反転公式 (定理 4.2.14), Hoffman 双対性 (定理 4.2.15)
が証明できる (後者は注意 3.2.22 を用いる). また, 反復積分のシャッフル関係式を Iβ に適用し, 実部を取ることで対
称多重ゼータ値のシャッフル関係式 (定理 4.2.13) を示すこともできる.
なお, RSMZV の母関数は KZ 結合子で書くことができる: 詳細は省略するが,

ΦAd,exp(e0, e1) := ΦKZ(e1, e0) exp(2πie1)ΦKZ(e0, e1)
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とおくことで 〈ΦAd,exp(e0, e1), zke1〉 = (−1)wt(k)+dep(k)2πiζRS(k) となることが示せる ([Hi3, (4.1)]. Jarossay [J4,
Definition A.1.2. (i)] はこれを定義として採用している.). さらに, その表示と正規化定理, ガンマ関数の相反公式
(Γ(X)Γ(1−X) = π/ sinπX) を用いることで

ζRS(k) =

dep(k)∑
i=0

(−1)wt(k[i])ζ∗
(
k[i];−

πi

2

)
ζ∗
(←−
k[i];

πi

2

)
という表示を持つことがわかる. この表示は非常に有用である: たとえば ζ∗(k;T ) が調和関係式を満たすことと H1

の Hopf 代数構造 (命題 1.3.5) を用いることで
ζRS(k ∗ l) = ζRS(k)ζRS(l) (k, l ∈ I0)

が成り立つ ([Hi3, Theorem 8]). 以上に述べたことから, RSMZV は調和関係式, シャッフル関係式, 双対性といった
対称多重ゼータ値の満たす関係式を一身に背負った重要な対象であることがわかる (対称多重ゼータ値の関係式は ζ∗S
や ζxS といった “各々の関係式にふさわしい variant” のレベルで示してから mod ζ(2) で一つの対象へと還元してい
たことに注意.).
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(2009), 151–155.
[NPY] M. Nakasuji, O. Phuksuwan and Y. Yamasaki, On Schur multiple zeta functions: a combinatoric generalization of multiple

zeta functions, Adv. in Math. 333 (2018), 570–619.

[Oh] Y. Ohno, A generalization of the duality and sum formulas on the multiple zeta values, J. Number Theory 74 (1999),
39–43.

[OW] Y. Ohno and N. Wakabayashi, Cyclic sum of multiple zeta values, Acta Arithmetica 123 (2006), 289–295.

[OZa] Y. Ohno and D. Zagier, Multiple zeta values of fixed weight, depth, and height, Indag. Math. (N. S. ) 12 (2001), 483–487.
[OZu] Y. Ohno and W. Zudilin, Zeta stars, Commun. Number Theory Phys. 2 (2008), 325–347.

[On1] M. Ono, Finite multiple zeta values associated with 2-colored rooted trees, J. Number Theory 181 (2017), 99–116.
[On2] M. Ono, 「多重ゼータ値」から「有限多重ゼータ値」へ, 第 26 回整数論サマースクール報告集, no. 5, 2019.

[OSS] M. Ono, K. Sakurada and S. Seki, A note on Fn-multiple zeta values, preprint, 2103.03470.

[OSY] M. Ono, S. Seki and S. Yamamoto, Truncated t-adic symmetric multiple zeta values and double shuffle relations, Res.
Number Theory 7 (2021), art. 15 (28 pp).

[Oy] K. Oyama, Ohno-type relation for finite multiple zeta values, Kyushu J. Math. 72 (2018), 277–285.

[P] M. Pallewatta, On sum formulas for Mordell–Tornheim zeta values, Rocky Mountain J. Math. 50 (2020), 225–235.
[Q] Q, Mordell–Tornheim 型多重ゼータ値について, Math Advent Calendar 2020, no. 11.

[Ra] G. Racinet, Doubles mélanges des polylogarithmes multiples aux racines de l’unité, Publ. Math. IHES 95 (2002), 185–231.
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